Sesamath.ch - Manuel de mathématiques - 2e année maturité gymnasiale
Corrigés des exercices du chapitre 3

Exercice 7
(a) donc . L2 ay s 2x+1 q(x)=2x*-3x-1, r(x)=—4
—(2x3 +2x2) 2x"—3x—1
= —3x° —4x =5
—(=3x> —3x)
= —X -5
—(—x —1)
= -4
®) 6 X+2x°+2x+1
X 6 s 4 3 -1 xX*—2x"+2x—1
—(x* +2x +2x +x7)
= -2x> =2x" —x° -1
—(2x° —4x' —4x’> -2x%)
= 2x* +3x° 2x° -1
—(2x"  +#4x>  +4x" +2x)
= -x° -2x> —2x -1
—(—x> =2x* -2x -1)
= 0
donc q(x)=x’-2x°+2x—1, r(x)=0
©) e
—3x* —5%° +x +37 |—3Xx —5x +x+37
—(3x* —6x% —3X°+X —2x+5
= X’ +X 37
—(x°  +2x%)
= —2x>  4+x 437
—(=2x" —4x)
= 5x +37
—(5x +10)
= 27

donc q(x)=—3x*+x"—2x+5, r(x)=27
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(d) 45 3% 42x —2 4x°+1 donc q(x)=x’-1, r(x)=2x—1
2
—(4x* +x%) x—1
= —4x*  +2x =2
—(—4x° —1)
= 2x -1
_ _ 26
(e) 6  —9x +12 2;2_/51’% donc q(x)=6x-5, r(x)—?
—(6x° —4x)
= —5Xx +12
—(—5x +10/3)
= 26/3
®
215  —091x° +047x —004 | X=01

2
_(21X3 _021X2) 2.1x°—0.7x+0.4

= —-0.7x° +047x —0.04
—(=0.7x" +0.07x)
= 04x  —0.04
—(0.4x —0.04)
= 0

donc q(x)=2.1x’-0.7x+0.4, r(x)=0

Exercice 8

f(x)=g(x)q(x)+r(x)
=(x*—x+1)(2x*+1)+(x—1)
=2x"-2x’+3x’

Exercice 9
f(—4)=(-4)-2(-4)-2(-4)-3=-91
f(—4)#0 donc fn’est pas divisible par (x+4) [contra-récip. thm du reste nul]
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Exercice 10
f(=1)=(=1)+4(=1)+4(-1)+1=0 donc fest divisible par (x—1) [thm du reste nul]

2. Factorisation de x*+3x+1

1.
2x° —x —-4x =5 ZX;l
—2X° +2xX%) 2x"—3x-1 A=3*-4-1-1=5
— -3 2 —4 -5 _—31\/3
—(—;(x2 —3xx) 2= 2
- —x -5 donc x2+3x+1:(x—_3+£)(x—_3_\@)
—(—x -1) 2 2
- 4

Donc x’+4x°+4x+1=(x"+3x+1)(x+1)=(x—

Exercice 11

P(x)=a(x+2)(x—1)(x—3),a€R [thm du diviseur]
P(-1)=16=a(-1+2)(-1-1)(-1-3)=16=a-8=16=a=2
Donc P(x)=2(x+2)(x—1)(x—3)

Exercice 12

(a) Ondoitavoir f(1)=0 [thm du diviseur] avec f(x)=x’+ax—5
f(1)=0e=1+a-5=0=a=4

(b) Ondoitavoir f(2)=0 [thm du diviseur] avec f(x)=3x"—ax’+8x*—2ax—20
f(2)=0=3-2*~a-2°+8-2°~2a-2—-20=0=60—-12a=0=a=5

(c) Onremarque que x°—5x+6=(x—2)(x—3)

On doit donc avoir  f(2)=0 et f(3)=0 [thm du diviseur] avec f(x)=x"+ax’+bx+6

f(3)=0 |9a+3b=-33 E2(-2)|-18a—6b=66 —6a+0b=24 a=—4
[12-(—4)+6b:—42©[b:1

[f(2)=0®[4a+2b:—14© E1-3 [12a+6b=—42©E1*+E2* 12a+6b:—42@ 12a+6b:—42@

a=—4 a=—4
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Exercice 13

Par le théoréme du diviseur f(x)=3x*+x’+5 est divisible par x—c si et seulement si
fc)=0

Ona f(c)=0 e3c'+c’+5=0e (\/§C2)2+C2:—5© S=8 car une somme de carrés ne peut pas

étre strictement inférieure a 0.

Ainsi, par la contraposée du théoréme du diviseur f(x) n’est pas divisible par (x—c),V c€R

Exercice 14

Vrai. Par le théoréme du diviseur f(x)=x"—y" estdivisible par (x—y) si f(y)=0 ,or

fly)=y"-y"=0 .

Exercice 15
(@) P(x)=3x"—5x+2

On cherche un zéro entier parmi les diviseurs de 2 [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].

P(2)=...#0
D2={i1;12}=>1;g:i)z:7;8 donc (x—1) divise P(x)
P(1)=..=0

On observe qu’on obtient 3x’—5x+2=(x—1)(3x—2) (ou on effectue la division polynomiale).
(b) P(x)=x’—-6x’+11x—6
On cherche un zéro entier parmi les diviseurs de 6 [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].

D,=(#1;+2;+3] etonobserve quesi x estnégatifalors P(x) estnégatif. Il suffit donc de
tester: P(1)=..=0,P(2)=..=0,P(3)=..=0 .
Comme un polynome de degré 3 posseéde au maximum 3 zéros [thm], on a forcément

X’ —6x*+11x—6=(x—1)(x—2)(x—3)
Remarque : Aprés avoir trouvé P(1)=0 , il aurait aussi été possible d’effectuer la division
polynomiale de P(x) par (x—1) pour trouver comme quotient x°—5x+6 , qu’on peut alors
factoriser facilement : x*—5x+6=(x—2)(x—3)
() P(x)=x'+2x’-5x’-6x=x(x’+2x*~5x—6)

Un zéro évident de P(x) estO.
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On cherche alors un zéro entier de Q(x)=x’+2x*—~5x—6 parmi les diviseurs de 6 [thm zéros
entiers de P(x) a coeff entiers].
D,={#1;+2;+3} Oncalcule Q(1)=—8,Q(-1)=0,Q(2)=0,...,Q(-3)=0 .
Comme un polyndéme de degré 3 posséde au maximum 3 zéros [thm], on a forcément
x*+2x°—5x*—6x=x(x+1)(x—2)(x+3)
Remarque : Aprés avoir trouvé  Q(—1)=0 , il aurait aussi été possible de terminer la factorisation
en utilisant la division polynomiale.
(d P(x)=x’-3x*+3x—2

On cherche un zéro entier parmi les diviseurs de 2 [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].

P(1)=-1
DZ:{11;+2}:/1€EZ_)1_)3_9 donc (x—2) divise P(x)
P(—2)=-28
On effectue alors
1. la division polynomiale puis 2. la factorisation du quotient obtenu.
X -3 w3x —2| X2 AS(-1)-411=-3<0
—(x¥* —2x) X' —x+1 donc x°—x+1 n'est pas factorisable
= —x*  +3x =2
—(—x" +2x)
= X -2
—(x =2)
= 0

Donc x’—3x°+3x—2=(x—2)(x*—x+1)

() P(x)=6x"-5x"-23x*+20x—4

On cherche un zéro entier parmi les diviseurs de 4 [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].
D,={*+1;+2;+4}=P(1)=—6,P(-1)=...,...,P(2)=0,P(-2)=0,...P(—4)=1404 ainsi
(x—2) et (x+2) divisent P(x) .Donc (x—2)(x+2)=x’—4 divise aussi P(x)
On effectue alors

1. la division polynomiale puis 2. la factorisation du quotient obtenu.
2 —(_eV_A1.6.1—

6x  —5x° 23X +20x -4 X=4 A= 55+)1 46 1—11 ,
—(6x* —24x%) 6x"—5x+1 X,,=—— dou x,==,x,==
= —5x° +x° +20x —4 ’ 12 2 1 3 1

—(=5x" +20x) donc 6x°—5x+1=6(x—=)(x—=)
Y. Rollier 2 . 9
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Donc 6x*'—5x’—23x*+20x—4=(x—2)(x+2)(2x—1)(3x—1)
Remarque : Il est aussi possible de trouver les zéros rationnels en appliquant le thm zéros rationnels

c

de P(x) a coeff entiers. 11 suffit de tester les 12 valeurs de P( P

) avec c€D,={+1;%+2;+4] et

deD,={+1;+2;+3;+6}
() P(x)=2x*'-3x’-35x"-9x+45
On cherche les zéros rationnels parmi [thm zéros rationnels de P(x) a coeft entiers] :

cdl 1 3 5 15 45 ceD, deD,
1 | +-1/1 +-3/1 +-5/1 +-15/1 +-45/1 ’
2 | +-1/2 +-3/2 +-5/2 +-15/2 +-45/2

On trouve notamment : P(l):0,P(—3):0,P(5):0,P(—%):0

Etdonc: 2x*—3x’—35x"—9x+45=(x—1)(x+3)(x—5)(2x+3)
Remarque : il est aussi possible de chercher uniquement les zéros entiers puis d’effectuer la division

polynomiale.

Exercice 16

(a) On cherche les zéros rationnels parmi [thm zéros rationnels de P(x) a coeff entiers] :
[*£1;+2;+4]

On calcule f(1)=—1,...,f(—4)=—56 eton constate qu’aucune valeur ne donne 0.

(b) rappel : Geogebra est gratuit et disponible sans installation : www.geogebra.org/classic

— taper la fonction dans la barre de Saisie

— taper racine(f) et ajuster le nombre de décimales avec les options. On obtient : 1.151

Exercice 17
(@  flx)=(x=1)(x=2)(x=3f
®)  flx)=(x+5)(x=7)(x"+1)
© flx)=(

(x)=(

d)  f(x)=(x*+2x+2)(x’—2x+2)
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Exercice 18

(a) Ona f(3)=—2<0 et f(4)=10>0

Comme f change de signe entre a et b, il existe donc au moins un nombre c entre 3 et 4 tel que
f(c)=0

(b) Ona f(2)=5>0 et f(3)=—5<0

Comme f change de signe entre a et b, il existe donc au moins un nombre c entre 2 et 3 tel que

f(c)=0
61

(c) Ona f(—%)_§>0 et f(—1)=—1<0

Comme f change de signe entre a et b, il existe donc au moins un nombre c entre -1 et -1/2 tel que

f(c)=0

Exercice 19
P(x)=12x*+16 X’+x* —4x—1

On cherche un zéro entier parmi  {—1;1} [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].
P(—1)#0,P(1)=0 ainsi (x—1) divise P(x)

On effectue alors

1. la division polynomiale

12x* +16x° +x* —4x -1 x+1
—(12x* +12x%) 12x°+4x°—3x—1
= 4x° +x> —4x -1
—(4x°  +4x%)
= -3x>  —4x -1
—(=3x> —3x)

= -x -1

—(-x —1)
= 0

2. la factorisation du quotient obtenu q(x)=12x*+4x’~3x—1

On cherche un zéro rationnel [thm zéros rationnels de P(x) a coeff entiers] parmi :

cd| 1 2 3 4 6 12
1 |[+-1/1 +1/2 +1U3 +-1/4 +-1/6 +1/12
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Ona q(%)ZO donc (x—%) divise q(x) .Danscecas (2x—1) diviseaussi g(x) eton

effectue alors la division polynomiale suivante :

125 +4x*  3x -1 2x71
—(12x>  —6x) 6x +5x+1
= 10x° -3x -1
—(-10x> —5x)
= 2x -1
—-(2x —1)
= 0
Donc q(x)=(2x—1)(6x’+5x+1)
3. On factorise le quotient obtenu :
A=5"-4-6-1=1
_—5+1 ., . 1 1
X2 =5 d'ou X=X =g
donc 6x2+5x+1:6(x+%)(x+%)
=(2x+1)(3x+1)
4. On obtient donc finalement 2x'+16 X’ +xX’—4x—1=

=(x+1)(12x’+4x°~3x—1)
=(x+1)(2x—1)(6x°+5x+1)
=(x+1)(2x—1)(2x+1)(3x+1)

Exercice 20

(@) P(x)=x'-2x"—-4x’+2x+3

On cherche des zéros entiers parmi  D,={—1;1;3;—3] [thm zéros entiers de P(x) a coeff
entiers].

Ona P(—1)=0,P(1)=0,P(-3)#0,P(3)=0 donc (x+1) , (x—1) et (x—3) divisent
P(x) .Donc (x—1)(x+1)(x—3)=(x"—1)(x—3)=x’-3x’—x+3 divise aussi P(x) .
Par titonnement, on constate que  (x°—3x°—x+3)(x+1)=x'-2x"—4x*+2x+3 .

Donc x'—2x’—4x’+2x+3=(x+1)(x—1)(x—3)

(b) P(x)=3x’+x’—6x—4

On cherche un zéro entier parmi les diviseurs de 4 [thm zéros entiers de P(x) a coeff entiers].
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D,={*1;+2;+4|
Ontrouve que P(—1)=0 donc (x+1) divise P(x)

On effectue alors

1. la division polynomiale puis 2. la factorisation du quotient obtenu.
35 . _6x 4 x+1 A:(_2)2_4.3.(_4):52:4.13
2
_(3x° +3x) 3x°—2x—4 XL2:2+26¢1_3 doi X1:1+gT3’X2:1—3J1_3
= T ek 1T, 1T
—(—-2x" —2x) donc 3x°—2x—4=3(x+ +3 )(x— _3 )
= —4x -4
—(—4x —4)
= 0
Donc 3x3+x2—6x—4:3(x+1)(x+1+;/E)(x—1_:;/E)

Exercice 21

(a) On cherche les zéros rationnels parmi [thm zéros rationnels de P(x) a coeff entiers] :

dic| 1 2 4 delaforme < avec ceD,=[+1;+2;+4],deD,=(+1]
1 | +11 +-2/1 +4/1 d

Ona f(1)=5#0,f(—1)=5#0,f(2)#0,...,f(—4)#0 donc f n’apas de zéro rationnel.
(b) Théoréeme fondamental de 1’algebre : Tout polynome peut étre écrit de maniere unique comme
un produit de polynémes du premier et/ou du second degré a discriminant négatif A<0
Les polynomes de degré 4 sont donc toujours factorisables.
(©) x'+4=x"+4x’+4—4x" [on compléte le carré]
=(x*+2)—4x"  [id. rem. n°1]

=((x*+2)+2x)((x*+2)—2x)  [id. rem. n°3]
=(x*—2x+2)(x*+2x+2)

_

non facto car A<0 non facto car A<0
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