Sesamath.ch - Manuel de mathématiques - 2e année maturité gymnasiale

Corrigés des exercices du chapitre 4

Exercice 1
x2—dx+4_ (x=2)" _x-2
@ Ty T2 e PR
o 4x2+8x—12 _4(x*+2x-3) Alx+3)lx—l)_4(x43) [y

x2=6x+5  (x—1)(x=5) (x—1)(x=5) x=35
ut—1 _(u2+1)(u2—1)_(u2+1)(u+1)(u—1)_u2+l

,D=R\[0;+1]

© T u(u’-1) u(u+1)(u—1)

Y 4+7y246y _y (' +7y+6) _y(y+6)(y+1) _y(y+6) o\ Lo
@ T T h ) 3Dy DERNELS

Exercice 2
(a) x4=16 2 (xX+4)(x’-4) 2 (xP+4)(x+2)(x—2) 2 _ xX'+4
x+2 4x-2x% x+2 2x(2—x) x+2 —2x(x-2)" X
(2-x)==(x-2)
D=R\{%x2;0}
a*a*-25 4a2+a_(a2+5)(a2—5) a(4a+1)_ (az—S) _ a—5 _ +1'
®) Tea—a ates a(16a’—1)  a*+5 _(4a+1)(4a—1)'(4“+1)_4a—1’D_'R\ ‘Z’O]
4 2 _ 4 N 2 _ 4(x+1) N 2(x—2)
© xz—(3x+2) x(z—l)(x—z)(x—n (x+1)(x—1) (x=2)(x—1)(x+1) (x+1)(x—1)(x—2)
_ A(x+1)+2(x-2) _ 6x _ 1.
T+ ] )= T)ee) PRS2
a2—4_a+2_(a+2)(a—2) 2a _(0—2) 2a_a—2 . _ )
@ (4a’f 2a (44’7 a+2 164’ g PERMRO
2-3x  2+3x _(2-3x)(2-3x) (2+3x)(2+3x) _(2-3x)'—(2+3x)’
(@) 2+3x 2-3x (2+3x)(2-3x) (2-3x)(2+3x) (2+3x)(2-3x)
_((2-3x)+(243x))((2=3x)—(243x)) _ (4)(=6x) _  —24x Dle\[+g
(2+3x)(2-3x) (2+3x)(2—3x) (2+3x)(2-3x)’ -3
3 . 8 2 _ 3 8z 2 _3(2z+1)+8z-2(2z-1)
@ 2771 4zl 2z+1 2z—1 (2z+1)(2z—1) 2z+1  (2z+1)(2z—1)
_ 6z+3+8z—4z+2  10z+5 5(2z+¢1) 5 1

D=R\

+—
2

T (2z+1)(22-1) _(2z+1)(2z—1):(2z+1)(2z—1)_2z—1’
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Exercice 3

D=R\[5], x—3:5@x—3 (x—3)-5(x-5)

) x—5  x-5 — =0 (x-3)-5(x-5)=0ex—3-5x+25=0
a

o—4x+22= ©x:7©S: —1

(b) D=R\[5}, %:1@%_1:0@0—3)—0—5)

; =0 (t-3)—(t—-5)=0=2=0=5=40

(¢) D=R\[5), i_g:0©x—3:0©x:3©5'={3}
@ D=R\[3l, 153x 3 1573x 50 (S =30+300=5) (s 5 )03 (xms)=0
xX— x—5 x—5
<0=0 (donc tout élément de D est solution) < S =R\ {5}
2-10x+25 x-5_1 (x=5)° x-5 1 2(x=5) x-5 1
D=R\[5], & _E0 - ), 2 o)
© NSE 0 8§ 8 4(x—5) 8 8 42 g 8
©2x—10—(x—5)—1:Oﬁx—6:0@x:6©S:{6}
8 8
24x .1 _4  2+x 1 4 1.1 4 9x+9—4x’
D=R\[-2;0], —" +—=2 SR R N SR O 7 WINE & ak e £ J
(H) (=2:0} )Cz+2)c+x2 9®x(x+2)+x2 9 @X+x2 9o " x?
SIx+I— 4’ =04 x I x—9=0ex =2 . 225@x1=3,x2:—%©S: —%;3}
X +3x+2=(x+2)(x+1) donc D=R\[-2;—1],
x+1 1 1 x+1 1 1 o (x#1)P+2(x#2)-2
® rxid il Pe3rar 2(xe2) Tl e 2) e ) 0T a(xe2)(xwl) D
Sx 42 x+142x+4-2=0x +4x+3=0 (x+1)(x+3)=0= S=(-3] (—1¢D)
OR : 1
x’+6x+9=(x+3)* donc D=R\ —3;—5;2
2_ 2_ — 2)(x—2
2x 9 , X4 :1©(x+3)(x23)+(x+ )(x )_1:0
xX*+6x+9 (2x+1)(x—2) (x+3) (2x+1)(x—2)
(x—3)+ (x+2) _(x+3)(2x+1)_0®@(x—3)(2x+1)+(x+2)(x+3)—(x+3)(2x+1)_O
(x+3) (2x+1) (x+3)(2x+1) (x+3)(2x+1)

S 2X —6x+x—3+ X +5x+6— (2 X’ +x+6x+3)=0=x'~7x=0=x(x—7)=0=5=(0;7]
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Exercice 4

__1 3 _x+1-3(x=2)  —2x+7
(a) f(X)—x—z x+1 7 (x=2)(x+1)  (x=2)(x+1)

«  D,=R\[-1;2]

_ —2x+7 . _ 7 |7
f(x)_0©(x—2)(x+1)_0@ 2x+7—0©x—2@zf_[2]
* Tableau de signes : x | 1 2 2/
(—2x+7) |+  + + + + 0

X—2) = 0 + + +

X+1) - 0 + + + + +
flx) 1+ 0 - I + o0

On en déduit les équations des asymptotes verticales : x=—1 et x=2

De plus, intuitivement ona : St X1 alors f(x)>+00 o si x>2 alors f(x)>+o0
si x>—1" alors f(x)>—o0 si x=2" alors f(x)>—o0
* Asymptote horizontale ?
On compare les degrés du numérateur et du dénominateur [thm p. 94] :
d°(—2x+7)=1, d°((x+1)(x—2))=2 Comme le degré du dénominateur est strictement plus
grand que celui du numérateur, y=0 est ’équation de 1’asymptote horizontale et on a :
si x»—oo alors f(x)20 et si x2+oo alors f(x)=>0
Remarque : On peut calculer f(100)~—0.02, f(1000)~—0.002, f(10000)~—0.0002 et
constater que si x prend des valeurs positives trés grandes ( x=>+co ) alors les valeurs de

f(x) se rapprochent de plus en plus de 0 ( f(x)>0 ). De méme, on peut calculer
f(—100)=~0.02, f(—1000)~0.002, f(—10000)=~0.0002

Afin d’affiner la représentation on

o
<

calcule I’ordonnée a 1’origine ainsi

'S

que quelques images

2 supplémentaires :
- X 3 1
T+ 2 2 2’

o
__________.T.l_,.d._______________
N
(o2}
oo}
-
—
(e)
N
I
|
|
-
—
—_
~—
[l
[g°]
—
@]
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(b)
1 1 1 1 (x=2)(x=5)=(x=1)(x—4)

_ B _ (
f(x) - i
(

T —5x+4 X —T7x+10 (x—1)(x—4) (x=2)(x—=5)" (x—1
X —=Tx+4—(x"—5x+4) —2x+6 —2(x=3)

_%x—lﬂx—4ﬂx—2ﬂx—5f7x—lﬂx—4ﬂx—2ﬂx—ﬂ (x—lﬂx—4)x—2ﬂx—ﬂ
. D,=R\[1;2;4;5]

—2(x—-3) -
. =0 =0<—-2(x-3)=0=x=3<=2Z,=3
f=0e gy 02X 3)=0ex=3=2,=(3
* Tableau de signes : 1 2 3 4 5
_2 _ _ _ - _ _ - - - -
X =3 - = - - - 0 + + + + +
x—1 - 0 + + + + + + + + +
X—2 - - - 0 + + + + + + +
x—43 - - - - - - 0 + + +
X—5 - - - - - - - 0 +
T R

On en déduit les équations des asymptotes verticales : x=1, x=2, x=4, x=5
* Asymptote horizontale ?
On compare les degrés du numérateur et du dénominateur [thm p. 94] :
d°(n(x))=1, d°(d(x))=4 Comme le degré du dénominateur est strictement plus grand que

celui du numérateur, y=0 est1’équation de I’asymptote horizontale.

Afin d’affiner la représentation on
calcule I’ordonnée a 1’origine ainsi

que quelques images

1 i i supplémentaires :
1 1 =4
y=0 0.0 : K4 :x ’ 3
TR b s f(0)==—, f(1.5)=—1.37, etc
! | | 20
i c=2 ||
-2 i |
=1 | |

el e b oo e b el ol L N e
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(©)
Flx)=—2 _x+1_ézx-2x—2(x+1)(x+1)—5x(x+1):2x2+2x2+4x+2_5x2_5x
x+1  x 2 2x(x+1) 2x(x+1)
_—xz—x+2_—(x2+x—2)_—(x+2)(x—1)
C2x(x+1)  2x(x+1)  2x(x+1)

*  D;=R\[-1;0]

. o —(x+2)(x=1) —0ez.=(—2:1]
f(x)=0e (e 1] 0= —(x+2)(x—1)=0eZ,=-2;1]
* Tableau de signes : X -2 =1l 0 1
“(x+2) |+ o - - - - -
(x-1) N BN 0+
2 X - - - - - 0o + + o+
(x+1) - - - 0 + + + + +
-0+ o+ o

On en déduit les équations des asymptotes verticales : x=—1, x=0
* Asymptote horizontale ?

On compare les degrés du numérateur et du dénominateur [thm p. 94] :

d°(n(x))=2, d°(d(x))=2 Comme le degré du dénominateur est égal a celui du numérateur,

I’équation de I’asymptote horizontale est donnée par le quotient des coefficients dominants :

—1-x°—x+2 1
X)=——=
f( ) 2X2+2X 2

. - Afin d’affiner la représentation on
i 2 calcule quelques images
X, E y X, . supplémentaires :
S G e i e Gt f(=3)==0.3, f(—0.5)=—4.5, etc
l y=-3
-2
xr = —1: =3
| -4
i 1 x=0
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flx)== R e S _l+2(x_2)_x‘x_<x+2)+2(x—2)_xz—x—2+2x—4
(d) T x+2 x x242x x+2 x x(x+2) x(x+2) B x(x+2)
xX4x—6_ (x+3)(x—2)

Cox(x+2)  x(x+2)
*  D,=R\[-2;0]

x+3)(x—2 ,

. f(x):Oc»%:0@(x+3)(x—2):0=>zf:{—3;2}

* Tableau de signes : x -3 -2 0 2
—2] | - - - - - - 0+
x+3) - 0 + + + + + + +
X - - - 0 + + +
(x+2) - - -0 o+ o+ o+ o+ o+
N |

On en déduit les équations des asymptotes verticales : x=—2, x=0
* Asymptote horizontale ?
On compare les degrés du numérateur et du dénominateur [thm p. 94] :
d°(n(x))=2, d°(d(x))=2 Comme le degré du dénominateur est égal a celui du numérateur,
I’équation de I’asymptote horizontale est donnée par le quotient des coefficients dominants :
(x)= 1-x°+x—6 Lol

Xx)= =—=1
f 1x°42x Y 1

y Afin d’affiner la représentation on
\f calcule quelques images
6

E supplémentaires :
E f(=1)=6, f(1)=~—1.3, etc
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Exercice 5

f estdéfinie par f(x)= avec d(x)=(x—0)(x—4.5) pour les asymptotes verticales.

De plus, d°(n(x))=d°(d(x))=2 pour I’asymptote horizontale y€R" et le quotient des
coefficients dominants de n(x) et d(x) doitétreégala —2 .Donc d(x)=—2x’+bx+c .
Finalement, on f doit satisfaire f(2)=0e—2-2°+b-2+c=0e—-8—2b=c . Cette équation

possede une infinité de solutions, par exemple b=0=c=-8 .

o 2x°—8
A 1 =TT Ao\
insi, on a par exemple f(x) x(x—45)
Exercice 6 A dose enfant
ta 100t
=1 g=100=y=22L
Y t+12 Y t+12 10p

Ona y(1)~7.7, y(2)=14.3, y(3)=20, y(4)~25
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Exercice 7
_4500r
@ 5= 500
45001 45001 4500 r—r(r+500) 4500r—r°—500r
s>re >re -r>0e >0e >0
r+500 r+500 r+500 r+500
40001 —r° r(4000—r)
>0 >0, D=IR\{-500}, Z,={0;4000
TTres00  r+500 1 2,=10;4000]
Tableau de signes : s
nb de
4
: 8 " 0+00 " 4000 | syrvivants
(4000-r) + + 0 -
(r+500) R . e
; I o + o

2000

Donc s>rere]0;4000(

1000

S nb de
reproducteurE,
-500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
=r
(b)
%=9O%r@4500r=%r(r+500)@4500r=0.9r2+450r@r(0.9r—4050)20©
4050
=0, r,=———=4500
n=0 T
@=80%r@4500r=£r(r+500)@4500r=0.8r2+450r@r(0.8r—4100)=0@
(¢) r*500 100
4100
=0, r,=———=>5125
n=0 T

(d) Lorsque le pourcentage diminue, le nombre de poissons reproducteurs augmente.
L’équilibre est atteinta s=r=4000 (voir a)). Si r<4000 , alors il y a plus de 4000 survivants.

Si r>4000 , alors il y a moins de 4000 survivants.
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Exercice 8
200% =
(a) Et 18p0
_ 20x 1600
(b) C(X)—ml_x wabo
20-100 20-90 14y
100)=—— " =2 = ~164
c(100) 101—100 000, C(90) 101—90 64 1opo
800
On observe C(100)>> C(90) b5
490
200 B
@
. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Exercice 9
_2x—1
flx)=5 =
21-1 1 1 2%_1 _%
h=1: =S == =)= =7~
fl)=g75=3 e f5)=— 1t
5.-——2 —=
3 3
234 _1
o _2:2-1_3 3 8 4
h=2: f(2)=555=5 e f(g)=—3 12
522 —=
8
5. 2h=1_, 4h—2—(5h—-2)
h=h: f(h)zz-h—1 et f 2-h—1|_"5h-2 " _ 5h—2 _ 4h-2-5h+2 _—h_,
5-h—2 5-h=2] o 2h=1_, 10h—5-2(5h—2) 10h—-5-10h+4 -1
5-h—2 5-h—2

Exercice 10

i:; >3 n’est pas une inéquation équivalente a x—1>3(x—2) bien que chaque membre de

I’inéquation ait été multiplié par le méme facteur (x—2) car le signe de (x—2) n’est pas
connu.
Si (x—2)<0 alors le sens de I’inégalité doit étre changé.

Par exemple, si x=2.1 , alors %23@%23@1123/ mais

21-1>3(2.1-2)=1.1>3-0.1=1.1>0.3 x
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Exercice 11

Donc S=]—-o0;—1[\[{-2}

Donc S=]-2;11\{0}

2 x#=2 2
x*(x+2) ~ X
— < <

@ T 0 G~

Tableau de signes : 1 0
'’ + + 0 4+
(x+1) 0 + + +
f(x) o+ o =

2_ —l)xfox—

b X=X < x(x

®) X+2x Qx(x+2) T 2

Tableau de signes : X -2 1
(X - 1) - - 0 +
(x+2) 0 + + +
flx] - o =+

x—2 x—2

c >

© x’=3x-10 (x—5)(x+2)

Tableau de signes : X -2 2 5
(x-2) 0 + + +
(x-5) - - -0+
(x+2) 0 + + + + +

s -

x—2 x+1 x—2 x+1_

Tableau de signes : -1 2 712

(-2x+7) + + + + 0 -

(x-2) - - 0 + + +

(x+1) 0O + + + + 4+

(x) | o+ 0 7

Donc S:]—oo;—l[U]Z;E]
© 4 2 . 4 2 _ 4(x+1)—2(3x—2)< —2x+48  _ 2(—x+4) <0
3x—2 x+1 3x-2 x+1 (3x—2)(x+1) (3x—2)(x+1) (3x—2)(x+1)

Tableau de signes : X -1 2/3 4

(—x+4) + + + + 0 -

(3x-2) - -0+ o+ o+

(x+1) 0 + + + o+ o+

f(x) 1 o+ o -

2

Donc S=]—1;§[U[4;+OO[
Y. Rollier — J.M. Delley 10
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3 2 3 2 3(x—1)-2(3x-5) —3x+7
< — <0 <0 ——————<0

® 3x-5 x—1©3x—5 x—1 = (3x—5)(x—1) ©(3x—5)(x—1)

Tableau de signes : X 1 5/3 UE
(_ 3x+7 ) + + + + + 0
(3x-5) - - -0+ o+ o+
(x—1) - 0 + + + + + D —11.2 7.

onc S=]1;=[U[5;+o0[
f(x) + - s 0 303
Exercice 12
D400 2000X 00 5000x 00 o 5000x 2400(x +36)>0® 400 x +52000x 14400 _
X"+36 X +36 x"+36 X +36

On factorise —400 x°+5000 x —14400 -

4x—50x+144=0ex =0T 5014, _g =9

’ 2:4 ’ 8 2

donc —400x2+5000x—144002—400(x—8)(x—%)

Tableau de signes : 9/2 8 La population excéde 400 pers./km?
(;E)g ) - lorsque la distance du centre ville
5x—9/2) 0+ + o+ est comprise entre 4.5 et 8 km.

X’+36) |t + + + 4+
D 0 + 0
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