Mathématiques 3NA Ch3 : Dérivation 1/2

D9 : Théoréme (dérivée de x puissance n)
Soit f:IR— R la fonction définie par f(x)=x" etx€R.

Alors on a:
a)Si n€N ,alors (x")=nx""
b)Si neZ ,alors (x")=mnx""

c)Si n estde la forme n=l avec geN” ,alors (x")=nx

n—1
d)Si neQ ,alors (x")=mx""

Démonstration : donner les arguments manquants.
a) Cas n€IN par récurrence :
l. HR.: (x")=nx""" pour un certain n€N

2. adémontrer: (x"*')'=(n+1)x" pour le méme n

dém: (x""")=(x"-x) €I [ARG Lo ]
=x"x (X)X €A [ARG 2l ]
=x"1+x-(x") CAT [ARG 3. ]
=X LA X" AT [ARG 4ot ]
=x"+nxx""’
=x"+nx" Car [ARG S ]
=x"(1+n) CAL [ARG 6. ]
=(n+1)x" AT [ARG T ]
3. Casou n=0 (pourx nonnul):
(x°)=(1)’ CAT ARG ..o ]
M AL CAETARG 9o 1
h=>0 h
=limO0 Cal [ARG 10: it ]
h->0
=0 Car [ARG 11t e et ]
b) Cas neZ.
On peut écrire n=—m ,avec melN
Ona: x"|= im s CAL [ARG 125 e esee s esesenee ]
X
D'ou:
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a1
(x ) = \"m
X
_[ @) ) g VN LG I T ]
(x")’
m—1
= | )car[ARG L e ]
= —mx(m D72 A TARG 15 veooeeeoeeeee e eeee e e e s ee e eeseeeesee e eeeeeees ]
= —mx "

¢) Cas n est de la forme nZé avec geN’

Nous allons calculer

de deux fagons différentes :

o
, LATA N B
Aldunepart,ona: || ¢ :(xq ) TN L C B LT ]
=[x')
= 1,088 [ARG 175 ueeeooereeeeeeee e ceeeeeeeeeeseceeeee e eeeees e ]

(x‘l’)q ~/(g(x)) o flx)=x" et glx)=x" .

B] d'autre part,on a :

CaT [ARG 18t s .
etonsaitdéja que: £ (x)=q X", car [ARG 19:.mmucmecoeioereeeeeeeeeeeeeeee e ]
on a donc : o =(f(g(x))] =/ (g(x))-g(x),car [ARG 20:.......ccoorrermrrrirrrrrirrrrrcrrrrrnnes ]

=f(x 5)( 1_)' CAL [ARG 21 ]
zq(xé)qf ( i) L€ [ARG 225 ]
On égalise les deux valeurs précédentes en A] et et B] pour ( xé et on obtient :

1
SR ) PR Sty JN - Yc 3 ]
g(x?)"!
GO [ARG 24t ]
glx )
1 11 ~(1-1) 1y
= I_L —g l_l :l.x q —l.xq
qlx 1) x o1 1
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d) Cas n est de la forme g ,avec peN et gEN .
y L
i l=l x| »car [ARG 25t oo ]
p\ [ 1\ 1\p-]
x)=lx7] |=plx (xq) ,ear [ARG 26:.........oo ]
1\l 1 Lo
=p\x?] |=x1 ,car [ARG 27 1o ]
p=l 1 1-g
=plx * ) —x !
q
p-l 1-¢ r—q r_
_P x ¢ 1 _P x 9 _P x4
q q q

Remarque : cette formule est également vraie pour n€R , par exemple n=+2 ou n=m ,

mais on ne le démontre pas !
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