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Probleme

S

"Estelle veut faire deviner la date de son anniversaire a deux nouveaux amis, Colin et
Timotée, en ne leur fournissant que de minces indices. Estelle suggere 10 dates : les 15, 16
et 19 mai, les 17 et 18 juin, les 14 et 16 juillet, et les 14, 15 et 17 ao(t."

Estelle révele le jour de son anniversaire a Colin et le mois a Timotée et les met au défi de
trouver la bonne date. Apres un temps de réflexion durant lequel aucun indique connaitre la
date, les deux garcons ont la conversation suivante :

Timotée : "Je ne sais pas quand est I'anniversaire d’Estelle, mais je sais qu’il est impossible

que tu le saches !"
Colin : "Au début, je ne savais pas quand est I'anniversaire de Estelle, mais maintenant je

sais."
Timotée : "Dans ce cas, je sais aussi quand est son anniversaire."

Quelle est la date d’anniversaire d’Estelle ?
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Prérect)is et activités de découverte

i V:Y44171{-3F Introduction
EM Ecrire :

a. le nombre décimal 1,04 comme fraction irréductible.

b. % puis % sous forme de nombre décimal.

c. le nombre n=0,1+0,01+0,001+0,0001+0,00001+... sous forme de nombre décimal puis
comme fraction irréductible.

EA Conjecture : 0,9=1 . Vrai ou faux ? Justifier.
[EH Quel est le nombre réel le plus proche de 3 ?
IEM Que valent les expressions :

a. 1+l1+1+1+1+..+17

b. 1+1+1+1+1+..7

1. ,1. 1 1. 1 1. 1 1.1 1 1. 1 1 1 1
c. -ttt )+ttt t—t =t —t—+— )+
2 4 4 '8 8 8 8 ‘16 16 16 16 16 16 16 16
g, L4t 11ttt
2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1. 1.1 1
4=t bk, ?
& e 16

1

+ l+—,...
8 16

:l l+ ’S :l+l+l+” el .
2 4 "2 4 8

g._

1 L
i Calculer §,.,5,.5,,8,,S; ettrouver une formule pour calculer .

i Lessommes S,,5,,S;,....5,,... peuvent-elles étre égalesa 1°

iii Comment se comporte la somme S, lorsque "n tend vers +o" ?
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Prérectﬁs et activités de décooverte

AV \'E11 {30 Problemes introductifs

On consideére les trois problemes suivants, qu’on commencera par illustrer avec Geogebra.

FM On considére la fonction f définie par f(x)=x" un point mobile A4 du graphe de f et la
médiatrice du segment [OA4]. Cette médiatrice croise I'axe Oy en un point appelé D.

a. On fixe A(2; 4). Calculer les coordonnées des
points C et D correspondants.

b. Procéder de la méme maniere en partant d'un
point quelconque A(a, a?) du graphe de f".

c. Déterminer les coordonnées du point vers lequel
tend D lorsque le point 4 s’approche de I'origine
O en glissant sur la parabole f.

-2

[PA On-considére un cercle centré sur I'origine d’un repére orthonormé et passant par le point
E(1; 0), un point variable A(a; 0) sur le segment [OF], le point M milieu du segment [4FE], et les
points B et C placés sur le cercle a la verticale de 4 et M respectivement.

Ag. Montrer que le quotientA—_Best donné

’ B AB _ Vi-d°
par ===
Cc }1_ a+1Y\
2

b. Déterminer la valeur limite du quotient

AB

MC
o) logsque Igpoint gend vers le point E.

Tndication : Tactoriser &t simplifier le quotient

1 .
avant de calculer sa limite lorsque a tend vers 1.

[EH Méme exercice que le précédent en remplacant le cercle par une droite de pente m passant
par le point E£(1; 0).
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Prérect)is et activités de découverte

cR V.04 4\/1{:38 Approche graphique de la notion de limite

On lache un objet de la terrasse d'un immeuble .

La courbe ci-contre représente la distance d
parcourue par I'objet (en meétres) en fonction du
temps du parcours (en secondes) :

a. Déterminer par lecture graphique la
vitesse moyenne de la bille entre 0,2[s] et
1,7[s].

b. Quel est le nom de la notion
mathématique qui a permis de déterminer
la vitesse moyenne ?

On s'intéresse maintenant a la vitesse
instantanée. De quoi s'agit-il ?

c. Peut-on calculer la vitesse instantanée a
l'instant £ = 0,5[s], a l'instant ¢t = 1,3[s] ?

temps

R R AR R R R R

LRV:Y9d\"1i{:38 Approche graphique de la notion de limite

EM On considére une fonction f'dont on donne une représentation graphique :

Déterminer graphiquement :

a. limf(x) c. lirfl f(x) e. limf(x) g. linglf(x)
b. (1) d. 1in}3f(x) f. f(4) h. £(8)
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Prérect)is et activités de décooverte

EA Représenter graphiquement une fonction f'satisfaisant toutes les conditions suivantes :

a. lim f(x)=3 c. lim f(x)=—o0 e. lim f(x)=-2
b. f(~3)=2 d. £(0)=4 £ lim f(x)=2

x> +o0

SR V:Y94)"i{3} Limite a gauche et limite a droite

On considére a nouveau la représentation graphique de I'activité précédente. Déterminer :

a. lim f(x) c. lim f(x) e. lim f(x) g. lim f(x)
b. lim f (x) d. lim f(x) £, lim f(x) h. lim f (x)

(W94 {3} Définition «intuitive» de limite (a gauche) (a droite)

Donner les définitions intuitives des notions de limite, de limite a gauche et a droite.

Voir la théorie 1 et les exercices 1 a 3|

yAV\'E1 1 (L3 Définition formelle de la limite

F™ Déterminer graphiquement et intuitivement lim 2x
x=3

EA Quel sens formel peut-on donner & lim 2x ?
x=3

[EN Utiliser cette définition pour justifier la valeur déterminée en 1. pour lim 2 x
x=3

Voir la théorie 2 et | es exercices 4 et 5

LRV d11-3I8 Limites de fonctions élémentaires

F® Comment justifier autrement que graphiqguement ou qu'en calculant des images proches que
lim vx=45 2

X5

, , . 4 .
EA Comment déterminer lim5x"—2x+3 ou limsin(4x+m) ?
x=3 x=0

[EH Enoncer et illustrer par des exemples les propriétés des limites qui permettent de justifier ce
type de calcul.

Voir la théorie 3 et 4 et les exercices 6 et 7 \
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Prérect)is et activités de découverte

CHV:Xa41/1-JF Limites infinies

Soit f la fonction réelle définie par f (x)

2
_x+x—6
== .

x =9

a. Déterminer le domaine de définition de f.

b. Etudier ce qui se passe numériquement pour des valeurs de x proches de 3. Pour cela,
calculer les images de 2,9 ; 2,99 ; 2,999 ; 2,9999 puis de 3,1 ; 3,01 ; 3,001 et 3,0001.

i Que constate-t-on ? iii Quelle notation utiliser ?
ii Que peut-on dire de I'image de 3 ? iv Interpréter graphiquement.

c. Esquisser une représentation graphique de 7(a l'aide de geogebra par exemple).

2
. . . P . X +x—6
d. Calculer « directement », sans passer par des étapes intermédiaires lim —9 .
x=3 X —

e. Calculer, si elles existent, les limites a gauche et a droite des fonctions suivantes lorsque x
tend vers a et interpréter graphiquement les résultats :

[ f(x)=3xx__27 etg=2 iii f(x):(xjil)z eta=1
.. _—3x+2 _ 5
i f(X)—W eta=-2 iv f(x):ﬁ etag=-3

Voir la théorie 5 et les exercices 8 a 10

(IO RY: G d\i-IF Limites a l'infini

M On considere la fonction fdéfinie par f (x)=x"+x—6.

a. Quel sens donner a b. Comment calculer ¢, Et lim f(x) ?
lim f(x)? lim f(x)? x>
X +w X+

[EA Enoncer et discuter ce qu’on entend pas « limites a I'infini ».

[EH Calculer si possible les limites & I'infini suivantes en utilisant I'algébre de I'infini :

a. lim (x’+5x+3) b. lim (x'+5x+10'")

X+ xX>—©

€ fim —2
x>+ 3x —4

Voir la théorie 6 et les exercices 11 a 12
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Prérect)is et activités de décooverte

BN V:-Y44\iJf Indéterminations

2
s . . P X +x—6
EM On considére a nouveau la fonction réelle f'définie parf(x)=27.
x =9

a. Etudier ce qui se passe numériquement pour des valeurs de x proches de - 3. Pour cela,
calculer les images de -3,1; -3,01 ; -3,001 ; -3,0001 puis de -2,9; -2,99 ; -2,999 ; -2,9999.

b. Que constate-t-on ?
c. Que peut-on dire de I'image de -3 ?
d. Quelle notation utiliser ?

e. Interpréter graphiquement.

A Reprendre la représentation graphique de f obtenue & l'aide de GeoGebra. Cette
représentation graphique précédente n'est pas totalement correcte... Pourquoi ?

2
. , . A . X +x—6
EA Calculer «directement », sans passer par des étapes intermédiaires lim ——— et

x>-3 X _9
interpréter graphiquement.

IEW Calculer si possible les limites suivantes et interpréter graphiquement :

2 2
. S5x—Tx . X +x
a. lim—— b. lim
x>0 X x»-1 X+

IEA Pourquoi parle-t-on d’indéterminations ? lllustrer avec des exemples dans les cas suivants

(liste non exhaustive) : % 9,0@0, 0—00 .
Q0

1AV 41118 Indéterminations avec I’infini

2
RN . P +Xx—
E® On consideére la fonction f définie par f(x):xz—X6
x"=9
2 2
. +x—6 . +x—6 . . .
Calculer lim % et lim % et interpréter graphiqguement.
x>+0 X — x¥—o X —9

[EA Calculer si possible les limites suivantes et interpréter graphiquement :

ar lim _2X79% b, lim 3¥—X*1 d. lim (x"+x)
w40 3XT—=5x—4 wvmw XX o
= e. lim (2x—x4)
c. hm X X X+
X=>—o0 5x+2
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Prérect)is et activités de découverte

1] V:-Y441i-Jf Indéterminations avec des racines

s . J_— x—3 . x—3 . .
On considére la fonction f définie par f(x)=—=———. Calculer lim et interpréter
E f p f( ) x_\/3— 53 \/);_\/3_ p

graphiquement.

V=2

EA Calculer lim

x4 X—

et interpréter graphiquement.

1V RV:Y4 {138 Graphiquement

Représenter graphiquement une (unique) fonction f de votre choix qui vérifie simultanément toutes
les conditions suivantes :

a. L'ensemble Z , des zéros de f'est {-2;4} d. lim f(x)=+o
X>—o
b. L'image de 0 est -2 .
e. lim f(x)=4
C. hm f(x):—w X+
. f. lim f(x)=2 et f(—4)=—2
x>—4

Voir la théorie 7 a 8 et les exercices 13 a 22

R4\ EY) Parking

Un parking fait payer 2 francs pour la 1™ heure (ou fraction d'heure) et 1 franc pour chaque heure
(ou fraction d'heure) suivante jusqu'a un maximum de 10 francs pour une période de 24 heures.
Représenter graphiquement cette fonction.

IRV G d)/i-Jf Continuiteé

EM lilustrer la notion de continuité en un point, continuité sur un intervalle.
[PA Peut-on en donner une définition mathématique ?

[EH Donner des exemples de fonctions connues continues et discontinues.

1 .
Ex S1 x<2
IEM Déterminer si la fonction f définie par f(x)= 0 i x— estcontinueena=2.
—Xx+3 si x>2

Justifier la réponse et esquisser une représentation graphique de f.

Bl Déterminer I'expression algébrique d'une fonction #, définie sur R, telle que f soit continue
partout sauf pour x=2 et lim f(x)=3 .

x2

A Définir et illustrer la notion de continuité a gauche ou de continuité a droite.

30
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Prérect)is et activités de décooverte

WAVNELILI) Approche graphique globale

Représenter graphiquement une fonction f'satisfaisant a toutes les conditions suivantes:

a. fest définie mais pas continue en x=2 lim £ (x) n'existe pas
x>-1
b. fn'est pas définieen ¥*=—3 et i — . _
lim f(x)=—2 d. lim flx)=+x et lim f(x)=3
x>-3
lim =—00
c. fn'est pas définieen x=—1 et e S(x)

1 RV\ENTLI0 Parametre

2 .
Soit fla fonction définie par £ (x)=|X —k,si x<2
2xk+1,six>2

[EM Justifier la continuité de fpour tout x#2 .

EA Pour quelle(s) valeur(s) de k la fonction f est-elle continue en x= 2 ?

Voir la théorie 9 et les exercices 23 a 29
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Méthodes et notions essentielles

ENTXEEYCITE] Notion intuitive de limite

Définitions

Lorsqu'on écrit : « x tend vers a » cela signifie que x s'approche autant qu'on veut de a
par valeurs inférieures et supérieures a a, tout en restant toujours différent de a.
On le note x=a

Un voisinage d'un nombre réel a, est un intervalle ouvert qui contient a.

Soit f'une fonction définie au voisinage d'un nombre réel a et soit L un nombre réel.

On dit que « la limite de f{x) est égale a L » si et seulement si f(x) s'approche « aussi
prés qu'on veut » de L lorsque x se rapproche autant que possible de a tout en restant
différent de a (c'est-a-dire quand x=a ).

Dans ce cas, on écrit lim f (x)=L et on dit « f{x) tend vers L lorsque x tend vers a ».

x=a

Remarques :

[ lorsqu’on dit que f est définie dans un voisinage de a, on garantit de pouvoir toujours
considérer x=>a (par la gauche et par la droite) ;

[ dans lim f(x):L , X ne peut jamais étre égal a a ; par contre f{x), qui doit étre infiniment

x=a

proche de L, peut lui aussi étre égal a L (mais pas forcément) ;

[ la fonction f'ne doit pas obligatoirement étre définie en a. La notion de limite est surtout
utile dans les cas ol on ne peut pas calculer directement f{a) : elle permet d'aller voir
comment se comportent les valeurs f{x) lorsque x prend ses valeurs trés proches d'une
valeur insolite a.

Exemple : Soit f'la fonction définie par f (x)= 9—x

k&f

3—
).

Etudier graphiquement lim f(x) et lim f(x

x=9 x4
On représente graphiqguement f:
on observe que :
lim £ (x)=6 mais fn'est pas
dxé-;‘l?nie en9
(ce qui est indiqué

graphiquement par
un rond vide)

lim f(x)=5 etfi4) = 5.
x4

(ce qui est indiqué
graphiquement par 0
un rond plein) 0

(]
R N

12 14

m—
=
=)

® © 0 © 0 © © © 0 0 0 © O © 0 0 0 O O © 0 O O O O O 0 O O O O O 0 O O O 0 O 0O O O O O 0 O O O O O 00 O O 0 O 00 O O o O 0 O O O 0 O 0 0O 0 0 0 o
e
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Méthodes et notions essentielles

Définitions

Lorsqu'on écrit : « x tend vers a par la gauche » (ou « x tend vers a ») cela signifie que
X s'approche autant qu'on veut de a par valeurs inférieures a a, tout en restant toujours

différent de a. On le note x=a

7 . - + . e
Lorsqu'on écrit : « x tend vers a par la droite » (ou « x tend vers a ») cela signifie que
x s'approche autant qu'on veut de a par valeurs supérieures a a, tout en restant toujours

différent de @. On le note xa

Soit f'une fonction définie au voisinage d'un nombre a et soit L un nombre réel.
On dit que «la limite a gauche de f(x), est égale a L » si et seulement si flx)
s'approche « aussi prés qu'on veut » de L lorsque x se rapproche suffisamment pres de a

avec x < a (c’est-a-dire quand xa ). Dans ce cas, on écrit lim f(x)=L

x2a

On dit que « la limite a droite de f (x) est égale a L » si et seulement si f{x) s'approche
« aussi pres qu'on veut » de L lorsque x se rapproche suffisamment pres de a avec x > a

(c’est-a-dire quand x>a" ). Dans ce cas, on écrit lim f(x)=L

x2a’

X+ siox>1

Exemple : soit f'la fonction définie par f(x) S_yv siox<l

Déterminer graphiquement lim f(x) et lim f(x)
x>1" w1t
On représente graphiqguement f:

on observe que :

lim f(x)=2

x>1"

lim f(x)=4

+
x>1

Remarque : ce type de fonction est appelé fonction définie par morceaux.

Théoreme [Unicité de la limite]

7

Si lim f (x) existe, alors elle est unique.

x2a

Théoréme [Limites a droite et a gauche] (sans démonstration)

Ma3 - Chapitre 2 : Limites

Une limite existe si et seulement si les limites a gauche et a droite existent et sont égales.

lim ' (x)=L <« lim f(x)=lim /(x)=L

x>a x=a

Autrement dit :
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Méthodes et notions essentielles

Exemple 1 : soit f déterminée par f(x)={ x+l,six<3 }

—2x+7,six>3

On représente graphiqguement f:
on observe que :

lim f(x)=4

x33

lim f(x)=11

x>3

donc la lim f(x) n'existe pas.
x=3

Le plus souvent, il n'est pas nécessaire de différentier I'approche par la gauche de celle par

la droite, on peut approcher a simultanément des deux cOtés, le comportement de la
fonction étant le méme (voir I'exemple précédent).

-1
x*—1

Exemple 2 : soit f déterminée par f (x)=

On représente graphiquement f:

on observe que :

im f(x)Z% et lim f(x)=

x> x>0

N | Lo

x=>1
et a droite, eton a 1imf(x)=é
x=1 2

Dans ce méme exemple lim f(x) n’existe pas.

x>—1

Voir les exercices 1 a 3

PR V\VE11ILY) Définition mathématique de la limite

. Définition
° Soit f'une fonction définie au voisinage d'un nombre réel a et soit L un nombre réel.
: On dit que la limite de f{x) est égale a L si et seulement si
. Ve>0,38>0 tel que |x—a|<d=|f (x)—L|<e, oue,d€R] .
. On écrit lim £ (x)=L et on dit « fix) tend vers L lorsque x tend vers a ».
° x=a
34
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Méthodes et notions essentielles

Illustration avec GeoGebra.

Remarque : on peut facilement adapter cette définition pour définir formellement
lim f(x)=L et limf(x)ZL

x=>a x>a
Exemple : démontrer intuitivement et formellement que lim £:%
x3
x 3 1
On veut : |f(x)—L|<e®|§—5|<s©5|x—3|<£@|x—3|<2£

x 3
donc, si on choisit d=2¢ , on a bien: |x—3|<6=2£=>|5—§|<£ , et donc on a montré

que lim S .
w3 2 2

Interprétation graphique :

on observe que quel que soit la valeur de € choisie
(qui détermine la bande violette), on peut trouver
une valeur de & (bande verte) qui fait en sorte que
toute image d’'un nombre dans la bande verte se
trouve dans la bande violette.

On voit également que la valeur optimale pour cela
est bien 0=2¢

Remarque : de méme, on peut montrer que lim x=a

x=a

Autre exemple « simple » : démontrer intuitivement et formellement que lim 4=4
x>—1

Onveut: |f(x)—L|<e=|4—4|<ee=0<e, ce qui est toujours vrai,
donc on peut prendre n’'importe quel § et on aura bien |f(x)—L|<e ==

Interprétation graphique :

on observe que quel que soit la valeur de € choisie (qui détermine la
bande violette), on peut trouver une valeur de 8 (bande verte) qui
fait en sorte que toute image d’'un nombre dans la bande verte se
trouve dans la bande violette.

Comme toutes ces images sont égales a 4, tout choix de § est
satisfaisant.

35
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Méthodes et notions essentielles

Remarque : on peut de méme montrer que lim k=k,V k€IR pour généraliser : « la limite
x=a

d'une constante est la constante ».

Un exemple plus complexe : démontrer que lim xsin|— |=0 .

x=0

onveut : |f(x)—L|<e=|xsin (%)’O|<£Car b$h|lbl|x|-|sin(%)<s

a condition que : |x—0[<d < |x[<d

2 1 g 1 car—1<sin (a)<1 par choix de &
Prenons 0=t :on a alors |x|<6:|x|-|s1n(— <&:[sin|— < 8" =
X X
Interprétation graphique : 1044
. a.-a a I
on observe que quel que soit la valeur de € choisie (qui ]
détermine la bande violette), on peut trouver une valeur ---A--- -

de O (bande verte) qui fait en sorte que toute image d’un
nombre dans la bande verte se trouve dans la bande
violette. 6

]
1
¥
i
I
1
1
1
R — — = = =
1
1
1
1
1
1
1

On voit également que la valeur optimale pour cela est
bien d=¢

!
P
5
L}
1
1
1

X

E
-
L

Un exemple ol la limite n’existe pas : lim sin |—
x20 X

On veut : |f(x)—L|<e®|sin(l)—L|<e
x

1 .
Or, quant x=0, T devient infiniment grand ( =« ), et donc sm(l) oscille toujours entre
b

-1 et 1. Ainsi sin (l)—L oscille toujours
x

entre -L et L et ne peut étre aussi proche
que souhaité d'une (petite) valeur ¢ .

Interprétation graphique :

on observe que pour des valeurs petites de
€ (qui détermine la bande violette), onne ____.__________
peut trouver une valeur de 8 (bande verte)
qui fait en sorte que toute image d'un
nombre dans la bande verte se trouve dans
la bande violette.

B T e ——

e e N T L T

Voir les exercices 4 et 5
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Méthodes et notions essentielles

EXTXEY3] Limites de fonctions élémentaires

Jusque-la, nous avons abordé les limites de facon exclusivement intuitive et graphique. Nous
souffrons d'un un manque de rigueur certain : des phrases du type « s'approche aussi pres
qu'on veut », « suffisamment prés de » ou « aussi pres que souhaité » ne sont pas définies
mathématiquement.

Nous ne pourrions lever cette apparente incohérence qu'en donnant une définition
mathématique formelle de la notion de limite, mais la difficulté conceptuelle et technique est
importante (voir « Aller plus loin 7).

Lorsque nous aurons a considérer des limites de fonctions dites « élémentaires », nous
accepter sans démonstration le :

Théoreme [Limites de fonctions élémentaires] (sans démonstration)

[L1] Si k€R , alors lim k=k ,V aeR

x-=a

Autrement dit : « limite d'une fonction constante est égale a cette constante »

[L2] Si x€R , alors lim x=a,¥V a€R

x=a

[L3] Si x€R , alors lim sin (x)=sin (a) et lim cos(x)=cos(a), Va€R

x2a xa
[L4] Si D; est le domaine de définition de la fonction f définie par f (x)=%/x, alors
lim Vx=%a, VaeD,

x=a

[L51Si bER:\[1}, alors lim log,(x)=log,(a), V a€R; et lim exp,(x)=exp,(a), Va€R

x-a x=a

Exemples : calculer lim 14, lim x , lim (sin(x)) . lim 3x et lim log,(x)

x>-3 x5 x%% x=8 xe

5 L1
11m3 14=14 (noter la justification au dessus du signe égalité : une fois ce théoréme
xo—

accepté, on peut I'utiliser pour justifier des calculs de limites élémentaires)
o L2

lim x=5

x5

o o L3 .

lim (sin (x))=sin(Z |=1

x-)% 2

lim Y =38 =2

x=8
lim log, (x) =1log,(32)=log,(2°)=5

x=e

Remarque : la définition formelle de la notion de limite permet de démontrer rigoureusement
ce théoréme (voir A savoir 2).
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LRV ]1dl Limites de fonctions plus complexes

Comment calculer rapidement lim (x—S) ? Nous allons utiliser un théoréeme fort utile qui,

x=2 X
avec le théoreme précédent sur les limites élémentaires, va nous aider :

Théoréme [Propriétés des limites] (sans démonstration)

[PrL1] Si lim f(x) et lim g(x) existent, alors on a :
x=a >a

tim [/ (x)+g ()] = lim 7 (x)+1im g x)

x2a x=>a
Autrement dit : « si les nouvelles limites existent, la limite d'une somme est égale a la
somme des limites »

[PrL2] Silim f(x) et lim g(x) existent, alors on a :
x=>a x=>a
lim[f(x)—g(x)] = lim f(x)-lim g(x)
x=a x>a x=a
Autrement dit : « si les nouvelles limites existent, la limite d'une différence est égale a la
différence des limites »

[PrL3] Si lim f(x) et lim g(x) existent, alors on a :

x-a x=>a

{Cigr;[f(x)'g(X)] = lim f(x) {ggg(X)

Autrement dit : « si les nouvelles limites existent, la limite d'un produit est égale a la
différence des limites »

[PrL4a] Si lim f(x) et lim g(x) existent etsi lim g(x)#0 , alorsona :

L fl)  tm s
wa g(x) lim g(x)

x=a
Autrement dit: « si les nouvelles limites existent et que le dénominateur de la nouvelle
fraction n'est pas nul,, la limite d'un quotient est égale au quotient des limites »

[PrL5]1Si lim f(x)=b et lim g(t)=g(b) existent, alors on a :

lim g(}(x))=g(£i§3 Flx)=g(b)

Autrement dit : « si les nouvelles limites existent, la limite d'une composition est égale a la
composition des limites »

[PrL6] Si lim f (x) existe et si k€R est une constante, alors on a :

x=>a

lim [kf (x)}= lim f (x)

xa

[PrL7] Si f'est une fonction polynomiale
(c'est-a-dire que f(x)=a,x"+a, \x" '+a, ,x
alors, pour g€lR,ona:

n

-2 2
+..ta,x"+a,x+a,)

lim f(x)=lim (a,x"+a, x" '+a, ,x"*+..+a,x’+a,x+a,)

xa x=a

=a,a"+a, 0" '+a, ,a"+. +a,a’ +a,ata,
[PrL8] Si f et g sont deux fonctions réelles telles que f(x)<g(x) pour x€l , et

si lim f(x) et lim g(x) existent, alors on a: lim f(x)<lim g(x) pour xe/

x=a x=a x=a x=a
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Remarque : a nouveau, nous acceptons ces résultats sans les démontrer; la définition
formelle de la notion de limite le permet (voir A savoir 2).

on peut maintenant calculer la limite considérée en introduction en justifiant le calcul :

. [x—5) pPrLa ljfg(x_s) P2 EE; x—£1_1)1;1 > L2e1 2=5 _ 3
lim = - = : - )
o2\ X lim x lim x 2 2

x=2 x2

Exercice: démontrer PrL6 a I'aide de PrL3 et L1
lim [&f (x)] "= lim k-lim £ (x) = =klim f(x)

xa x=a x>a xa

Exemples : calculer en justifiant 31@4(”3) , lim (2 xz) , lim x+3 , lim (COS(X4))

x=>1 22 X x=0
0 lim (x+3) 2 lim x+1im 3 "% —443=—1
x>—4 x>—4 x>—4
ou plus directement : lim (x+3) & —4+3=—1
x>—4
O lim (2x%) "Z° 2 dim x> = 2 limx lim x "% 2-1-1=2
x=>1 x=>1 x=>1 x>1
. 2y PrL7
ou plus directement : lim (2x?) =2 -1-1=2
x=1
0 lim x+5 P4 E.EIZI xS P12 245 7
2 x  limx 2 2
x=2
[0 lim (cos(x*)) i1 cos(lim (x*)) e cos(0%) = cos(0) =1
x=0 x=0

Remarque : ces théoréemes montrent que dans de trés nombreux cas, la limite de fix) quand
x tend vers a est égale a fla), ce qu'on note lim f(x)=f (a) ; dans tous ces cas « simples »,

x=a
le comportement de fpres de a est le méme que celui de f'en a. Ce n'est donc pas pour ce
type de fonctions que I'« outil limite » est pertinent, mais pour ceux de la section suivante ...

Plus tard dans le cours, dans le chapitre 3, nous reviendrons sur cette remarque qui nous
permettra d'appréhender une notion tres importante, la continuité.

Voir les exercices 6 et 7
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BRI HE] Limites infinies

Définition

Soit f'une fonction définie au voisinage d'un nombre a.
L1 On dit que la limite de f{x) en a est égale a (plus) I'infini si flx) devient infiniment
grand lorsque x se rapproche suffisamment prés de a mais sans étre égal a a.

onécrit lim f(x)=+ (ou =)

[J On dit que la limite de f(x) en a est égale a moins l'infini si f{x) devient infiniment
petit lorsque x se rapproche suffisamment prés de a mais sans étre égal a a.

On écrit li_r)n f(x):—oo

Remarque : de la méme maniére, on peut définir lim f(x)=+o0 , lim f(x)=—o0,
+

+
x=a x=a

lim f(x)=+c et lim f(x)=—o0

x=a x=a

Exemples : étudier lim 1 et lim LZ via une approche graphique.
x>0 X x20 X

Soit /' définie par f(x)=i :

. 1 "1" . 1 Wi o . 1 5 : H H

lim ==——=—o , lim —=——=+00 et lim — n'existe pas
X 0 + X 0 x20 X

x20 x=0

Soit f définie par f(x)ZL2 c

X
i
lim %=%=+oo , lim %2 l+ =+00 et limiz=+oo
_x 0 +x 0 x50 X
x=0 x=0

.. 1
Limites du type 0

- o ) , T

Une limite du type quotient lim ) pour laquelle on a lim g(x)=0 mais ou

x=a x=a

lim f(x)#0 est appelée limite de type % .
x=a

Méthode algébrique pour calculer une limite du type %

Pour calculer une limite du type , on doit toujours calculer distinctement la limite a gauche
et la limite a droite. Le plus souvent, une factorisation est tres utile car nous pouvons ainsi
utiliser la reégle des signes pour controler le signe du résultat.

Si les limites a gauche et a droite sont égales, la limite existe et vaut cette valeur ; sinon,
elle n'existe pas.
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— -2 .
Exemples : calculer lim =2 5 et lim

1 B interpréter graphiquement
wo2 2x+4 T2 (x42) T a1 x243x—4

. - 2 1
1 —_ncn L Bl N n N .
x})IEIZ x40 € est un type 0 il faut calculer les limites a droite et a gauche :
. 4 1 —1 —1 —1
lim = lim = lim —— — —=-
x->—2+2x . x->72+2(X+ ) 2" S =)
2 —1 —1 -1
lim ——=1 = = - —+w
x>-2" 2 & x>-2 2(x ) x>-2" x+2 -2+2 0
d'ou xllrflz Txid n'existe pas (on peut écrire : xlllzlz 2;3_4 A
O lim ——2 =20 e L
-3 (2x+4)" 0 :Cestuntypej ;
lim =2 = lim ——2—= lim —2_= lim —2=—c0
x-)—Z-(x+2) x>-2 (—2_+2)2 x>-2" (0) x-)—Z-O
lim —2 = lim ——2 = lim —2_= lim —2=—o
x-)_2+(‘x+2) x-)—2+ (_2 +2) x-)—2+ (0 ) X')—Z-O
. =2
donc lim S=—
x>-2 (x+2)
. =2 —1 1
1 x—:u_u. , =
| xlgll 3y _4 o :Cestuntype(y ;
g =2 x—2 —1
li X =l = =+00
x>1 ¥i+3x—4 1 (x—l)(x+4) 05
lim —X=2 =fim —*2 =1 __g
px243x—4 L (x=1)(x+4) ts
x=>1 x=>1

. -2 . . . x—2
donc lim —X—%= np'existe pas (on peut écrire : lim —~—=—
1 X2+3x—4 pas (on p 1 X24+3x—4 E)

interprétation graphique :

. . i - a7 I

: i 1 - i
+ _; _.:. 1 - - f 5 o :
1 i I ) - T -
i4 ';_3 i_2 ',1 . , = O'h..'\ Il.l’ 2
1 LS '4' Y e | e Al : [
he - \‘: 2= L, ; i
1 T I S I i
ST S T 1 i
L ‘ = . H LT 1

5 | < LS. I
I o T —he e [P 1
P : i o 2] [N
I I -4 4 a3 T Ty To Iy i
I P i = I 1 ; 1
J f 1 - .-.l_...._l i _f
i I ' I I
| ] 1 -5 . -2 ' i
=t ad : [ TR - 5 i
I i ' : | H
[ i 6 - -
FRp— et . h |
i . ol |
] ; |
i I 7 }
Sto—t-- .: = - 1 ' 4 :
; . !
SRR R | 1 . !

Voir les exercices 8 a 10 \
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G VWL JIdf Limites en l'infini

Remarque : on est souvent amené a étudier le comportement de f{x) - pour autant que f soit
bien définie - lorsque x tend vers +« ou lorsque x tend vers -,

Définition

Soit fune fonction définie sur R
1 On dit que la limite de f{x) quand x tend vers plus I'infini est égale a L si et
seulement si f{x) s'approche « aussi prés qu'on veut » de L lorsque x devient infiniment
grand (avec signe positif). Dans ce cas, on écrit lim f(x)=L

Xd+0
[ On dit que la limite de f{x) quand x tend vers moins l'infini est égale a a si et
seulement si f{x) s'approche « aussi prés qu'on veut » de L lorsque x devient infiniment
grand (avec signe négatif). Dans ce cas, on écrit lim f(x)=L

xX>—o

Remarques :

[J quand on écrit lim f(x) , il s'agit de lim f (x)

X0 X+

O lim f(x) signifie qu'on considére simultanément les deux cas lim f(x) et lim f(x)

x>+ Xd—0 x>+

Algébre de I'infini

L] +00+00=4+00 et —0—00=—00

O (+00) +(*00)==00, ol le signe du résultat est donné par la régle des signes
Pour tout nombre réel a :

O +o+g=+0w et —co+g=—o0

O (+a) -(+o0)=+0 ou le signe du résultat est donné par la régle des signes

*a _
=
sia>0: %: +o0 et L—_
0 0
] sia<o0: %:—oo et 4—4o0
0 0

Méthode « Limites en I’infini »

Une limite lim f(x)=L s’approche dans un premier temps a I'aide de I'algebre de I'infini

X+
et les théorémes [limites de fonctions élémentaires] et [propriétés des limites] qui restent
valables dans ces situations. Si le calcul ne peut pas étre traité avec ces outils, on verra
plus loin que d’autres techniques peuvent étre appliquées.
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Exemples : calculer lim (5x*+x+2) | lim et lim LZ en s'appuyant sur l'algébre de

Voir les exercices 11 a 12

: x>+ x40 X — x—0 X
. I'infini et sur les théorémes [limites de fonctions élémentaires] et [propriétés des limites] qui
. restent valables dans ces situations :
. lim (5x°+x+2)=5(+00)+(+00)+2=+00+00+2=+00
X+
° . 1 1 1 .1 1 1
. lim = =—=0; lim —= =——=0
o 40 X—3 +00—3 e x>—o0 x2 (+oo)2 +oo
L]
L[]

YAV X\ 11dl Indéterminations

Il arrive que toutes les méthodes vues jusque-la pour calculer des limites ne soient pas
utilisables - en fait, c’est dans ces cas que I'outil «limite» est vraiment utile !

Ces situations sont appelées « indéterminations », c’est-a-dire qu’on ne peut pas prévoir a
I'avance comment va se comporter la limite avant de I'avoir étudiée ... Il faut alors recourir a
des manipulations algébriques pour se ramener a des cas déterminés que nous savons
traiter.

Définition

Une limite du type lim f((;c; pour laquelle on lim f(x)=lim g(x)=0 est appelée

x2a x=a x=a

indétermination de « type % ».

Les différents types d'indéterminations sont (liste non exhaustive) :
9.2 0.0, 00—c0,00", 07,07, 17

0’ o

Une calcul de limite est dit de type indéterminé si on ne peut pas prévoir a I'avance

. . 1 .
comment va se comporter le résultat. Un calcul de limite du type 0 donne toujours un

résultat infini. Par contre, une indétermination de type % peut parfois donner un résultat

infini, parfois un résultat fini, parfois ne pas exister !

lllustration

2
.oX" .. ax .X 0
lim —, lim — et lim — sont du type —~ etona
x30 X x»0 X x20 X 0
X ax X 1
lim —=1im x=0, lim —=lim a=a et lim —=lim — =+o0
x30 X x30 0 X x=0 x20 X x20 X

2
X L ax X
lim =, lim = et lim = sont du type &% etona:
x3+0 X x3+0 X x2+0 X
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2
. X . .oax .. N N |
lim —=1im x=+co, lim —=lim a=a et lim —S=1im —=0
x+0 X x4+ x>+ X x=0 x40 X x>+ X

. 1 .. 1 . 1
lim x*—, lim axz‘—2 et lim x-— sont du type -0 etona:

X+ X x2+x X X+ X
. > 1. . 2 1 . . 1 .1
lim x*—=1lim x=+o0, lim ax”-—=1im a=a et lim x-—3=hm —=0
X+ X x2+0 X+ X x4 xd+0 X x40 X

lim x—x et lim x*—x sont du type co—ow etona:

x=>+00 x> +o0

lim x—x=1lim 0=0, lim x’—x=1lim x(x—1)=(+0o0)(+o0)=+wo

X+ X+ xX>+00 X>+00

Méthode « Type % polynomial »

. . X 0 . R .
Une limite lim % de type 0 ou flx) et g(x) sont des polynémes peut se calculer ainsi:
x=a X
factoriser numérateur et dénominateur ;

simplifier ;

. _ 0 . . .
si la nouvelle limite n'est plus du type 0 la déterminer avec les outils connus.

2
.o X —3x+2
Exemple : calculer lim ————
2 x —4

2
.o x =3x+2 0 R . . .
lim 2—4:"6" est du type % avec polynébmes au numérateur et au dénominateur;
x=2 X —

X =3x+2na. (x=2)(x—1) 2. (x—1)pzs £1_r)r21 (x_l)m

lim ———=1lim ————= = lim == =

=2 x—4 w2 (x=2)(x+2) 2 (x+2)  lim(x+2)
x>2

1
4

Méthode « Type % racine carrée»

Une limite lim /(%)
a0 g(x)

calculer ainsi:

multiplier par le conjugué ;

développer I'expression (a - b)(a+b) en a’* - b* avec la 3¢ identité remarquable ;

simplifier ;

de type % ou flx) et/ou g(x) contient une racine carrée peut se

. . 0 . . .
si la nouvelle limite n'est plus du type 6 , la déterminer avec les outils connus.

. Ax—3
Exemple : calculer lim
x99 X—

. V-3
m =

w0, 0 . .
—" est du type — avec une racine carrée ;
x»9 X— 0 0
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. \/_;—3 multconj . (\/.;_3)(\]);4'3) idrem3 .. (x—9)
lim = lim——— =" lim—m+—F——
9 X—9 X9 (x—9)(\]);+3) X9 (x—9)(\]);+3)
=T 1 prapes 1 1
9 Vx+3 Vo9+3 6
Méthode « Types :—[—2 0-(t®), co—oo »
Une limite lim M ou lim f(x) get £90,0 (+0), s0—00 ot
ype ==, 0 (o), co—00 ou f{x) et/ou g(x) sont
x>+ g(x x>t iw

des polynémes peut se calculer ainsi:
effectuer une/des mise(s) en évidence « forcée(s) » ;
si la nouvelle limite n'est plus indéterminée, utiliser I'algebre de I'infini.

Exemple : calculer lim (5x°—x+2)

X+

- 2
lim (5x°—x+2)=+00—00+2=+0—® ast une indétermination de type o0—o0

X+

0 .en. év forcé . 1 2 PrL3 .. o 1 2
lim (5x°—x+2) " L7 fim (x2~(5——+—2)) = lim x’- lim (5——+—2)
X+ X+ X X X+ X+ X Xx

alg. inf . 2 1 2 alg.inf. alg.inf .
=" (+o0) ~(5—m+ﬁ) =" +00:5"°=" 400
+0
3x°+x+2

Exemple : calculer lim 3
o+ 2x —1

3
XILT,O 3)26;;7)5:2:% est une indétermination de type i—g
, x3(3+—+%) (3+—+%)
1. 3x"+x+2 m.en.év forcée X X simpl. . X
im ———— = 1 1 = lim 1
X +o0 2x —1 x>+ x3(2__3) x>+ (2__3)
X
1 2
(3+ +
alg.inf . (+0)f (+oo) alg.inf . 3
B 1 2
2_
( (+oo)3)

Autres indéterminations

Les calculs de limites qui débouchent sur les « types » ci-dessous sont aussi des
. b . . . 0 0
indéterminations (qu'on pourra aussi lever ou pas selon les cas) : o0 ,0°,0°,1%
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CRGYENCIId] Un exemple complet

3

Soit la fonction réelle f déterminée par f(x)zx

_1 1 1 1
1 Il s'agit d'essayer de comprendre le

mieux possible son comportement pour des valeurs de x pour lesquelles il est intéressant
d'utiliser « I'outil limite » ; ici, pourx — -1, x =>letx — +w .

3

Pour x —-1: lim ad _1=_—2 estdut el
. x>-—1 x2—1 0 yp 0
3 _ 2 2 12
im S e i (x—1)(x +x+1):lim x +x+1=( 1)°+( 1)+1:+_1__oo
-1 x —1 xs-r (x_l)(x"'l) x>—1 x+1 0 0
— _ 2 2 1V
lim x2 — lim (x—1)(x +x+1):lirn x +x+1:( 1) +(+ 1)+1:g:+oo
-1 X —1 xo-1 (x_l)(x"'l) s X+l 0" 0
Pourx —1:
-1 0
lim —; est du type — avec polynémes
x>1 X _1 0
_ _ 2 2 2
lim U pig DO ex+ ) bkl 141413
o1 =1 e (x=1)(x#1) 5 x#] 1+41 2

Pourx — +w :

lim x3_1_(+oo)3_1——+°° t du type =2 lynd
- - est au €=—— avecC polynomes.
e 21 (+oo)2—l +o0 yp Too poly

On obtient :

3 3
fim X1 (ko) 1

x>+ x2—1 (+OO)2—1

1 1
3 x3(1__3) x(l_?) +OO(1_(+00)3)
lim = lim = lim = T
xXd+0 X — x>+ 2 1__ X+ 1__ _
( x2) ( xZ) (+CX))2
_rollogg)_+o(1-0)_
B L C1-0
9

Le méme calcul donne pour x %—oo :
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(1-)

3 3 _ — —oo-(1—
lim x2 = lim Y = oo(l 1 OO)— 001(10 0):—00
X>—0w —_— X>—w0 -

* (1) 5%

X
Interprétons graphiquement :
i K

Voir les exercices 13 a 22

3> [

Continuité

Définition intuitive de la continuité en un point

Soit f:1 IR une fonction réelle (donc /SR )et a€/ .

f est continue en a < (si et seulement si) il existe un voisinage de « tel que «une
représentation graphique de f'dans ce voisinage peut étre dessinée sans lever le crayon ».
Si f'n'est pas continue en a, on dit que f est discontinue en a

Définition intuitive de la continuité sur un intervalle

f est continue sur / < fest continue en tout point de /.

Définition mathématique de la continuité en un point

Soit f: /IR une fonction réelle (donc /SR )et a€/ .

fest continue ena Q (1) lim f(x) existe dans R

x=a

2) f(a) existe dans R
3) lim £ (x)=/(a)
Si on veut étre plus concis, on écrira plus simplement:
fest continue en ¢ » lim f(x)=r(a)

x=a
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Remarque : quand on préfere travailler avec la variable x, on écrit :

fest continue enx <lim f(x+h)= f(x)
h=0

Illustration :

v :

d

fn'est pas cgntinue ena, fest continue en a, fn'est pas continue en a,
car fla) n'existe pas car lim f(x)=f(a)=b car lim f(x) n'existe pas.
x=a x>a

=]
E D -

=)
(-7 PTST—

fn'est pas continue en a,

car lim f(x)Zb;ﬁf(a):C f'n'est pas continue en a, fest pas continue en q,
> . .

e car fla) n'existe pas. car lim f(x)=f(a)=b

x=a

Définition de la continuité a gauche, a droite

Soit f: /IR une fonction réelle (donc /SR )et a€l .
f est continue a gauche ena = lim f(x)=f(a)
x>a
f est continue a droite ena » lim f(x)=f(a)
+

x=>a

Illustration :

fest continue a gauche en q,
1 car lim f(x)=f(a)=b,
x>a
mais n'est pas continue a droite,
car lim f(x)=c#f(a)=b
+

a x=>a
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Théoreme [Fonctions continues]

[C1] Les fonctions constantes sont continues sur R.

[C2] La fonction f définie par flx) = x est continue sur R.

[C3] Les fonctions sin et par cos sont continues sur R .

[C4] Les fonctions racines n-iémes sont continues sur leur domaine de définition.

[C5] Les fonctions exponentielles et logarithmes sont continues sur leur domaine de
définition.

Remarque : la démonstration de ce théoreme se base sur la définition de la continuité et sur
le théoreme [Limites de fonctions élémentaires].

Théoréme [Opérations avec des fonctions continues] (sans démonstration)

[PrC1] Si fet g sont continues en a, alors leur somme f+g est continue en a.
[PrC2] Si fet g sont continues en a, alors leur différence f'- g est continue en a.

[PrC3] Si fet g sont continues en a, alors leur produit fg est continu en a.

f

[Prca] Si f'et g sont continues en a et si g(a);éO alors leur quotient -~ est continu en a.
g

[PrC5] Si f est continue en a et g est continue en fla), alors leur composition fog est
continue en a.

Remarque : la démonstration de ce théoreme se base sur la définition de la continuité et sur
le théoreme [Propriétés des limites].

Voir les exercices 23 a 29
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Limites

N soit fonction

4 3 2
f<x):x +X —Xx —Xx

une f définie par

1—x

a. Déterminer son domaine de définition et
ses zéros.

b. Calculer les images de 1,9; 1,99; 1,999
puis de 2,1 ; 2,01 et 2,001.

c. Que penser de lim f(x) ?
x=2

d. Calculer les images de 0,9; 0,99; 0,999
puisde 1,1; 1,01 et 1,001.

e. Que penser de lim f(x) ?
x=1

f. Interpréter graphiqguement « localement »
puis avec GeoGebra.

EOn donne la représentation graphique
d'une fonction f.

Déterminer : g. lim f(x)
a. lim f(x) ”
1 h. f(3)

b. lim f(x) i. lim f(x)

c. lim f(x) je lim /(x)

d. f(-3) « lij;f(X)
. 1im+f(x) I. lim f(x)

f. 1im_f(x) m ﬁlzim f(x)

B Représenter graphiqguement une fonction
fqui vérifie les conditions données :

a. li?}f x)=2 et £(3)=2

b. lim f(x)=2 et £(3)=1
x23

d 12%/’ x)=2, 11$f(x):4 et £(3)=4

e Iimj x)=2, ;imf(x)=4et f(3)3

f. 1;£n:f(x)£ et fxg):l

g xlimf(x):3 et 2¢D,

h. Ii:;f(x):—l , lim f(x)=1et £(3)=2
x=23" 3t

Voir la théorie 1 ‘

Définition de la limite

ﬂ Montrer avec la définition que :

a. lim2x=-2 c. limx=a
x>—1 x=a

b. Iim3x—1=5 d. limk=k
x=2 x=a

E Montrer avec la définition que si elle
existe, la limite est unique.

Voir la théorie 2

Limites élémentaires

E Calculer les limites suivantes en justifiant
chaque étape. Interpréter graphiquement les
réponses «localement» puis avec GeoGebra :

2 2
a. lim x2 6x+8 b. lim Vx —4x+16
x> x“+5x+4 x>0 3

lim cos(2 x)

. x_)7%

Montrer avec la définition la propriété
PrL1: « Si les nouvelles limites existent, la
limite d'une somme est égale a la somme des
limites ».

Voir la théorie 3 et 4
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L]
L]
L]
[ ]
L[]
L[]
L]
L]
L]
L[]
L]
L[]
L]
L]
L]
L]
[ ]
L]
°
L]
o
(]
L]
o
L]
L]
]
L[]
()
L]
L]
L]
L]
(]
[ ]
L]
L]
L]
L]
L[]
()
L[]
L]
L]
L]
L]
L[]
L]
L]
L]
L]
[ ]
L]
L]
o
o
L]
L[]
L]
L]
L]
L]
L]
L]
[ ]
L]
L]
L]
o
L[]
L]
L]
L]
L[]
L]
L]
L]
L]
L]

Limites infinies

E Calculer les limites suivantes et
interpréter graphiquement les résultats :

. 2 —3x+2
a. lim f. Iim ——=
o2 2x+4 xs—2 X+2
) -2 . 3x
b. lim lim
rom2 2X+4 9 o (1-%)
L 27X . S5x
c. lim . lim
a1 X216 h x3-3 (x+3)3
. x=2
d. lim . 5x
o1 X+3x—4 xlilzlz (x+3)
e. lim3%X=7
' x=>2 x_2

[E) Représenter graphiquement pour chaque
cas deux fonctions f différentes telles que :

a. lim f(x) n'existe pas

x22

b. lim f(x):+oo
x2

c. lim f(x)=—o0
x=2

[EX] Déterminer pour chaque cas I'expression
algébrique flx) de deux fonctions différentes
telles que :

a. lim f(x) n'existe pas
x=2

b. lim f(x)=+w

x>2

c. lim f(x)=—oo
x2

Y a-t-il plusieurs réponses possibles dans tous
ces cas?

Voir la théorie 5 ‘

Limites a l'infini

m Calculer les limites suivantes et
interpréter graphiquement les résultats :

a. lim (x’=2x%+5) d. lim (x’=x

X?—© X=>+00
b. lim (x3—2x2+5) e. lim -3
X+ 5o x2+5
c. lim (x4+2x) 3245
o £ Jim >
X >+ 1—3_x

Ma3 - Chapitre 2 : Limites

2 2
9 |lim X +x+l h. |im 3-x"

X > +0 x>+ X

E®A soit les fonctions f et g définies par
Flx)=x"+2x+1 et g(x)=x’+2x"—x-2.

Déterminer les limites suivantes.

a. lim(%) d. lim (M)

x=1 x) X>—0 f(x)
.| g(x) e. lim (f(x)—g(x))
b lxlf)rll(f(x)) x4
)
C xl})l;rio({;((i;) F xl-)+oo((g(x))3
Voir la théorie 6 ‘
Indéterminations

m Calculer les limites suivantes et
interpréter graphiquement les résultats :

¥ w—4
a. lim f. m ———
x>0 X+2 2 U —5u+6
2
. x —1 g.
b. lm——
w1 X 4+3x45 lim X4+3x2-2x-2
x=>1 x2—1
. 2x
c. lim== o7
x>0 X h. lim X
5 P 7 x=3 x—3
d. lim XX 3
¥20 * i lim X~
3 x>0 X
i u —4
e. lim ———— 5
w2 U —5u+6 lim x +4x+4

x-2 X°—Xx—6

m Calculer les limites suivantes et
interpréter graphiquement les résultats :

a lim 2_\]); C hmi
Tosa 4—x Toes1 V12-3x-3
. -3
b. lim —2>X—2
X3 \/X+6_3

. \/x+1—Vx2—x+1
d. lim
X

x>0

X—Vx+2

. lim 22
& e VAx+1-3
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m Calculer les limites suivantes et justifier

les résultats obtenus. Interpréter
graphiquement.
a. e.

lim 3x—vx—x+1) lim VA’ =2 x+4+2x
x>+ X>—o0

b. f.

lim (3x—\/x2—x+1) lim Vx’—2 x+4+x
X>—© X=>—w

3 2
x—x+x—1 9

¢ lxlirll =1 lim Vx’—2x+4+x

x>+
4
d. . X +xX°+x—3

* lim ——————

x=1 \Z;——l

XA Tracer le graphe d'une fonction réelle f
satisfaisant simultanément toutes les
conditions suivantes:

a. f(2)=—4
b. I'ensemble des préimages de 1 est {-5;8}

c. I'ensemble Z, des zéros de fest {-4;7}

d. lim f(x)=—w & lim f(x)=—oo

x>-T x=>—1
e. f n'est pas définie en x=—3 et
lim f(x)=-2
x>-3

f. f(1)=—5 et lim f(x) n'existe pas

x>1

g. lim f(x)=3

x>+

On considere une fonction f dont on
donne Ci-dessous une représentation
graphique :

Déterminer graphiquement :
a. lim f(x) b. lim f(x)

x>—4 x=>-1

c. 11_)Ir11 f(x) f. 1i_r)r51 f(x)

d. li_1)13 f(x) g. xlil}lwf(x)

e. lifll f(x) h. xl_i)r+nwf(x)

EX] soit f la fonction définie par
x—1

f(x)zm .

a. Donner les limites a droite et a gauche de

fix) lorsque x tend vers 0 et lorsque x tend

vers 2, et déterminer lim f(x) et lim f(x).
x=0 x=2

b. Calculer lim f(x).

x>+

c. Trouver un polyndbme g(x) tel que
lim (f(x)gl(x))=3.
d. Cette question admet-elle plusieurs

réponses? Si oui, en donner au moins une
autre.

e. Trouver un polynéme A(x) tel que soit une
lim (£ (x)%(x)) nombre différent de zéro et
x=2

calculer cette limite. Cette question admet-
elle plusieurs réponses? Si oui, en donner au
moins une autre.

f. Trouver un polynébme k(x) tel

im (1 () ()

Pour chacune des propositions
suivantes, dire si elle est vraie ou fausse.
Justifier.

que

a. Silim f(x)=—o0 et lim g(x)=+00
alors lim (/' (x)+g(x))=0

x=a

b. lim 7 (x)=lim f(2+h)

x>2

c. Si li_r)n f(x)=+00 et li_r)n g(x)=0 et

fx)_

=+

g(x)>0, alors lim
( ) x=a g(X)
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mCalcuIer les limites suivantes et
interpréter graphiguement le résultat:

a. lim Nt 1.1
. x5 \/5)6— _3 i hm X
x%a X—4a
b. [; Vil 43—+ 1
+ lm x2—1 . . x2—3x+2
x>0 j- 11m2—
x—)Z} X _4x+4
c. limixs ,
w2 (4—x2?) k. lim > —5x+6
5 3 2x°—6x
d. lim X —3%%2
. —_— 2
o (=12 1 tim 57
oo X +3x
e. limX—% .
x»a X4 m. Lim Vil +x—2
f 1imL_J‘; oo
x3a  X—d y X+2x—15
n. 11’1’12871
lim x2—q? w3 X" +8x+15
g. -
x2a X—a 1 x+1
o. li 5
h. lim x3—q?3 x-3 (x+3)
) x»a X4

m Représenter graphiguement une unique

fonction f de votre choix qui vérifie toutes les
conditions suivantes :

a. lim f(x)=3 d. 7(0)=4
b. f(-3)=-2 e. ljf)%f(x)ZZ
c. lim f(x)=— g lim f(x)=2

[EX] Représenter graphiquement une unique

fonction f de votre choix qui vérifie toutes les
conditions suivantes :

a. D, = R\[-1,2,3]
b. Z,\[-3;1,5;6]

lim £ (x)=+o0
x>2

d. lim f(x)=—o0

x>2"
e. 1_1)r_n fx)=40 g l_i)m f(x)=1

f lim f(x)=4

x>—1

Voir la théorie 7 a 8
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Continuité

[EX) Dans  chagque  cas,  déterminer
I'expression algébrique d'une fonction f ,
définie sur R, satisfaisant aux conditions
données :

a. fest continue partout sauf pour x=2 et

lim f (x) n'existe pas.

x=2

b. fadmet une limite a gauche et une limite a

droite au point x =2 mais elle est non
continue en ce point.

m Montrer que la fonction f définie par
1

X)==
fla)=2

n'est pas continue en a=0.

est continue en a=1 et qu'elle

FX] péterminer si la fonction f définie par
x4
x—2

4  six=2

, 81 x#2

fx)=

est continue en a=2

Justifier la réponse et esquisser une
représentation graphique de f.

EX3 Déterminer si la fonction £ définie par

_ M si x#0 )
=\ X est continue en a=0.

f(x)

1 six=0
Justifier la réponse et esquisser une
représentation graphique de f.
Soit f'la fonction définie par

2 x+k,si x<2
flx)= ’

) X' =2, six=2

valeur(s) de k la fonction f est-elle continue ?
[EX] soit f1a fonction définie par

f<x):[0, si x€Z

. Pour quelle(s)

1, si xgZ
a. Quel est le domaine de définition de f?

b. Donner un point a ou f est continue.
Justifier.

c. Donner un point b oU f'n'est pas continue.
Justifier.

[EX] soit f1a fonction réelle définie par
1,s1 x€@Q
flx)=q.7
0,si x¢Q
continuité de cette fonction ?

. Que penser de la

Voir la théorie 9
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
m Calculer les

justifiant chaque
graphiquement.

suivantes en
Interpréter

limites
étape.

a. lim <x3—5x+1) . ( x’=2 )
lim {———
1L \X +3x+5

m Calculer, si elles existent, les limites a
gauche et a droite des fonctions suivantes
lorsque x tend vers a. Interpréter
graphiquement le résultat.

a. f(x)=3x_7 =2
x—2
5x
b. f(x)= =-3
(x+3f
_ —3x+2
c. f(x)_7x+2 =-2
d flx)==%  4=1
1—x
2
e. f(x)_x '|2‘3X+5 4 =0
X +2x
2
X +3x+5
f. x)= =-2
flr)=5
g. f(x)=Rx-10] a=>5
_ 1 1 _
h' f(x)_x+1 x2_1 a——l
mCalcuIer les limites suivantes en
justifiant les résultats obtenus. Interpréter

graphiquement.

£ lim (x*+2x)

xX>—o0

a. lim (F*+2x+5)

X+

p. lim (x4—2x) g. lim (x3—x4)

X>—w X+

. [3x*+5
li h. lim

¢ o s x+m(1—3xJ

2

.. x +x+1

d. lim L+ | B lim ——
x20 \ X 2x X

s . 3—x’
e. lim (x +2x+5) j- lim 3
x>+ X

X>—o

m Calculer les limites suivantes et justifier

les résultats obtenus. Interpréter
graphiquement.
. Jx| : b
a. lim b. lim ———
x—)+oo_2x_4 X=>—w0 _2x_4

m Calculer les limites suivantes et justifier
les résultats obtenus. Interpréter
graphiquement.

. x4 x+3
m /7
x=3 x—3

a. li d. x-)0+ 71+x2_1
W +x—\2
m

b. li lim —*
x=1 x_l e. _)0_ /1 +x2_1
C.
) 6
. Wx+3—-Bx+1 lim XEVXEO
Jim X2 N2 XL fl x+\2—x
x=>1 x—l X>-2

[EXEA calculer les limites suivantes et justifier
les résultats obtenus. Interpréter
graphiquement.

\/l+x—(l+§)
a lim|l—— 2

x20 X

b. Jim [ ———2
ol \x —=x x"—1

[EI3 Déterminer si les fonctions suivantes
sont continues en a=1:

1—
c. filx)= lx
2
Soit f'la fonction définie par

—x+k,s1 x<4
xX)= .
f( ) —x2+3,six24

Pour quelle(s) valeur(s) de k la fonction f est-
elle continue ?
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EX] péterminerssila fonction /. définie par

xsin[—] x#0 :

flx)= (x) est continue en a=0.
0 x=0

Justifier la réponse et esquisser une

représentation graphique de f.

m Esquisser la représentation graphique

d'une fonction f qui satisfait simultanément
toutes les conditions ci-dessous :

a. lim f(x)=1 et lim f(x)=1

b. lim f(x)=—ow et lim f(x)=+o
x-)4+ x4

c. f(0)=2

d. —1¢D, et lim f(x)=1,8

x2>—1

e. lim f(x)=+o
x=>-2
[EX) Esquisser la représentation graphique

d'une unique fonction f qui vérifie toutes les
conditions ci-dessous :

a. Dy=R\[=8/1;7] e, xl_i)r_nwf(x):+oo

b. Zf={—2;0:n} £ }irﬂof(x)ZZ

c. lim /(x)=4 g. lim f(x)=+w
x-— x=1

d. lim f(x)=—o0 h. {Ci_{lgf(x)z—S
x=7

REPONSES DES EXERCICES

SUPPLEMENTAIRES
EQ
a.>5 b. 0 c. -1/9
31
lim f(x)=+ow lim f(x)=—o
x2" x>-2"
lim f(x)=—o0 lim f(x)=+o0
x->2+ )c-)72jL
lim f(x)=+00 lim f(x)=+0o
x-3" X1
lim f(x)=—o lim f(x)=—o0
X-)73+ x-)ljL

Ma3 - Chapitre 2 : Limites

® © 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 © 0 0 0 O O O 0 O O O O O 0 O O O O O 0O O O O O 0 O O O O O 0 O O 0O O O 0 O 0 O 0 O 0 0 O O O O 0 0 O O O O 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 o

e, lIm f(x)=—o 9. lim_f(x)ZO
x-)O_ . x5
lim f(x)=+o lim f(x)=0
x-)0+ x—)5+
lim f(x)=+o0 lim f(x)=-o
Ry ""’*1-
lim f(X):—OO lim f(x):+oo
x-)—2+ x-)71+
32
a. +o d. +© —0 j- O
b. +®© e —™® h. -1
c. 0 f. +oo i. +oo
EE]
1 1
a. E b. E
EA
a. 2 d. +©
e. —©
b. —3\/5
4 f. 5
c —l
) 2
E3
a. non b. non C. oui
EQ
a. 0
b. -0,5

k=-9
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« Tout dit dans I'infini quelque chose a quelqu’un. »

Victor Hugo, écrivain et poéte francais (1802-1885) . Les contemplations

A savoir en fin de chapitre
Introduction a la notion de limite

infini(s) ;

AN

v définition intuitive de limite ;

AN

limites a droite et a gauche ;

AN

approche graphique ;

Voir la théorie 1 et les exercices 1 a 3

Définition formelle de la limite

v définition formelle en epsilon-delta ;

v calcul de limite avec la définition ;

Voir la théorie 2 et les exercices 4 et 5

Limites de fonctions élémentaires

v théoréme [limites de fonctions élémentaires] et théoréme [propriétés des limites] ;

v justifications de calculs de limites avec ces théorémes ;

Voir la théorie 3 a 4 et es exercices 5 et 6

Limites infinies
v limites de type 1/0;
v calculs par limites a gauche et a droite ;

v interprétation graphique ;

Voir la théorie 5 et les exercices 8 a 10

Limites en l'infini

v algebre de l'infinii ;

v application aux calculs de limites ;

v interprétation graphique ;

Voir la théorie 6 et les exercices 11 a 12
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Indéterminations

v notion d'indétermination ;
v différents types d'indéterminations ;
v calculs de limites indéterminées :
v type 0/0 polyn par factorisation/simplification,
v type 0/0 avec racines par multiplication par le conjugué,
v type "infini/infini" ou "infini-infini" par mise en évidence forcée ;
v interpréter graphiquement un résultat de calcul de limite
v lire ou estimer une limite d'apres une représentation graphique

v représenter graphiquement une fonction qui doit respecter certaines conditions

Voir la théorie 7 a 8 et les exercices 13 a 22

Continuité

v approche intuitive de la continuité en un point, sur un intervalle ;
v définition mathématique de la continuité en un point, sur un intervalle ;

v interpréter graphiquement la (non)continuité en un point ;
Voir la théorie 9 et les exercices 23 a 29 ‘

Quelques compléments

en particulier des vidéos explicatives ...

http://sesamath.ch/manuel-matugym-3e/complements/ch01
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