Mathématiques 3e Ch2 : Dérivation 1/2

Théoréeme (dérivée de x puissance n)

Soit f:IR—IR la fonction définie par f (x)=x" et xER.
Alors on a:
a)Si ne€N ,alors (x")'=nx"

b)Si n€Z ,alors (x")'=nx""

=1l

1
¢)Si n estde la forme = ,alors  (x")'=nx"""

d)Si neQ ,alors (x")'=nx""

Démonstration
1. Casou neN’
On a une formule générale, dite du bindme de Newton, qui dit :

(n—l)an,zbz_'_ N n(n—l)

(a+b)n=a"+na"71b+n > > a?b" *+nab" '+ b"

d'ou
(x") r=lim AV =
h=>0

X"+ nx" " he Mx”*zh% ot @x%"% nxh '+ h"—x"

~ lim 2
h>0 h
car [ARG 1]
nxnflh_'_ n(nz_l)anhZ_'_ L+ n(nz_l)xz}an_'_ nx}l’171+ hn
=l
hl-?;l h
car [ARG 2]
h(nx""'+ n(n2_1>x"_2h+ + n(nz_l)th”_3+ nxh" >+ n"")
=l
hlzr(} h
car [ARG 3]
=lim(nx” 1+ l/l(l/l l)xnfzh_l_ + n(n_l)xz}lnfS_'_ nxhn72+hnfl)
"0 2 2
car [ARG 4]
=nx""
car [ARG 5]

Donner les arguments manquants.
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2. Casou neZ.
On peut écrire n=—m ,avec melN , car [ARG 1]

, car [ARG 2]

—m 1
Ona: |x )2(7
X

x™ = 1; , car [ARG 3]
X
D'ou \
= l—m , car [ARG 3]
X
x™|
=7 2. car [ARG 4]
X

m-1

_ m
——W, car [ARG 5]

= —mx™'" car [ARG 6]

= _ mX-m-]
Donner les arguments manquants.

3. On considére maintenant la démonstration du cas ou n est de la forme a ,avec geN’

'

q
Nous allons calculer [xq] de deux fagons différentes :

1\ 1
A] d'une part,on a : qu Z{xqq}Z[........]'Zl

B] d'autre part, on a : [Xq = [f(g(x))]' LOUF(X) =, letg() =[ oo ]
comme, grace au calcul fait a I’exercice précédent, on sait que

(Xq) el IR ] ,ona:

F]mmrrq ............................ )T (P D=
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En égalant les deux résultats précédents, on obtient :

1\ Y Y 1 1 1 L
o o o 1 = =—qu
1=q-|x*? J x|l e x| = = a-1 L q
[coreennn ] q-x9  q-x @

Mettre ce qui convient a la place de chaque [............. ]

4. Enfin, on considére maintenant la démonstration du cas ou z est de la forme § , avVec

pEN et geN .
r L\p
x|= xq) ,car [ARG 1]
p\ ey ety
x| =lx7] |=plx .(xq) ,» car [ARG 2]
L\p-1 1 1
=plx? = x? , car [ARG 3]
q
p=1) [ 1=
=plx q ) —x 1 , Car [ARG 4]
q
[771+177q
AV q) , car [ARG 5]
q
p—l+1—gq
:E X 4 ) , Car [ARG 6]
q
P—q
:E(x q) , car [ARG 7]
q
LA
=L 4 ) , car [ARG 8]
q

Remarque : cette formule est également vraie pour n€R , par exemple n=+v2 ou n=m
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