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a. f ( x)= 3 x5
−5 x3
⏟
forme développée

=x3
(3 x 2
−5)⏟

forme factorisée

1. D f=ℝ

2. f (0)=0

   Zéros de f ( x)  : x3
(3 x2
−5)=0(et x∈D f ) ⇔ x3

=0 ou 3 x2
−5=0 ⇔ x=0 ou x=±√ 5

3

   d’où : Z f={−√ 5
3

;0 ;+√ 5
3

} 

3. Pas d’asymptote verticale, pas d’asymptote horizontale

4. f ' ( x)=3⋅5 x 4
−5⋅3 x2

=15 x2
(x2
−1)

5. f ' (x )=15 x 2
( x−1)( x+1)

6. Z f '={−1 ;0 ;1} 
7. Tableau de signes de f ' (x ) :

x -1 0 1
15x² + + + 0 + + +
x+1 – 0 + + + + +
x-1 – – – – – 0 +
f ' (x ) + 0 – 0 – 0 +

f (x )
max 

pas d’extr
min

8. Points critiques de f (x )  : f '=0⇔ x∈{−1 ; 0 ;1} 
Maximum : (−1 ; f (−1))=(−1 ; 2)  

Minimum : (1 ; f (1))=(1 ;−2)  

Autre point d’intérêt : (0 ; f (0))=(0 ; 0)  

10. Représentation graphique à priori :

Remarque : si on représente cette fonction avec Geogebra,
on constate qu’elle est en fait plus subtile  … mais on ne
peut pas faire mieux pour le moment, c’est étude de la
deuxième dérivée qui apportera plus d’informations (voir
ex 61a)
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b. f ( x)= x4
−2 x3
⏟

forme développée

= x3
(x−2)⏟

forme factorisée

1. D f=ℝ

2. f (0)=0

   Zéros de f ( x) : x3
( x−2)=0(et x∈D f ) ⇔ x3

=0 ou x−2=0 ⇔ x=0 ou x=2
   d’où Z f={0 ; 2} 
3. Pas d’asymptote verticale, pas d’asymptote horizontale

4. f ' ( x)=4 x3
−6 x2

5. f ' ( x)=2 x2
(2 x−3)

6. Z f '={0 ; 3
2

} 

7. Tableau de signes de f ' ( x) :

x 0
3
2

2x² + 0 + + +
2x-3 – – – 0 +
f ' ( x) – 0 – 0 +

f ( x) pas d’extr min 

8. Points critiques de f ( x)  : f '=0⇔ x∈{0 ; 3
2

} 

Minimum : (
3
2

; f ( 3
2
))=(1;≈−1,7)

Autre point d’intérêt : (0 ; f (0))=(0 ;0)

10. Représentation graphique :

Remarque : les informations fournies jusque-là
ne permettent pas de représenter la fonction si
facilement …  c’est étude de la deuxième
dérivée qui apporterait plus d’informations
concernant les intervalles de
convexité/concavité et le point d’inflexion. 
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c. f ( x)= x2
−4 x+6
(x−2)2

=
x2
−4 x+6

x2
+4 x+4⏟

forme développée

1. D f=ℝ∖{2 }

2. f (0)= 6
4
=

3
2
=1,5

    Zéros de f ( x)  :  x2
−4 x+6≠0  (car Δ=16−24=−8 ), d’où Z f=∅

    Tableau de signes  de f  (facultatif) :

x 2
x²-4x+6 + + +
(x-2)² + – +

ƒ(x) + /// +

3. Asymptote verticale: un candidat x=2  type « 
1
0

 », donc il y a une asymptote verticale

lim
x→2-

f ( x)=
4−8+6

0+ =lim
x→2-

2

0+=+∞

lim
x→2+

f ( x)=
4−8+6

0+ =lim
x→2+

2

0+=+∞} donc lim
x→2

f (x)=+∞ ⇒ x=2 est une asymptoteverticale de f (x )

Asymptote horizontale : fonction rationnelle avec  degré (num .)=degré (dénom .)
donc il y a une asymptote horizontale

lim
x→+∞

f (x )=
x 2
−4 x+6

( x−2)2
= lim

x→+∞

x 2
−4 x+6

x 2
−4 x+4

= lim
x→+∞

x2
(1− frac 4 x+ frac 6 x 2

)

x 2
(1− frac 4 x+ frac 4 x 2

)
= lim

x→+∞

1− frac 4 x+ frac6 x2

1− frac 4 x+ frac 4 x2= lim
x→+∞

1−0−0
1−0−0

=1

[idem à −∞ ] 
Donc y=1 est une asymptote horizontale de f  à ±∞

4.

f ' ( x)=
(2 x−4)(x−2)2−(x2

−4 x+6)2(x−2)

(x−2)4
=

2( x−2)3−2(x−2)(x2
−4 x+6)

(x−2)4

=
2(x−2)[(x−2)2−(x2

−4 x+6)]

(x−2)4
=

2 [(x−2)2−(x2
−4 x+6)]

(x−2)3
=

2 [x2
−4 x+4−x2

+4 x−6 ]

(x−2)3

=
−4
(x−2)3

5. f ' ( x)  déjà factorisée

6. Z f '=∅
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7. Tableau de signes  de  f ' :

x 2
-4 – – –

(x−2)3 – 0 +

f ' ( x) + /// –

f ( x) ///

8. Pas de point critique

10. Représentation graphique :

d. f ( x)= 2 x2
−3

x2
−1
=

2 x2
−3

(x−1)(x+1)
 

1. D f=ℝ∖{−1 ;1}
2. f (0)=3

Zéros de f ( x)  :  2 x 2
−3=0 (et x∈D f ) ⇔ 2 x2

=3 ⇒ x=±√ 3
2

 ; d’où Z f={−√− 3
2

; √−3
2
}

Tableau de signes  de f  (facultatif) :

x −√ 3
2

-1 1 √ 3
2

2x²-3 + 0 – – – – – 0 +
x²-1 + + + 0 – 0 + + +
f ( x) + 0 – /// + /// – 0 +

3. Asymptotes verticales : des candidats : x=−1 et x=1

    type « 
1
0

 », donc il y a deux asymptotes verticales :

lim
x→−1-

f ( x)=
−1

0+ =−∞

lim
x→−1+

f (x )=
−1

0- =+∞} donc ∄ lim
x→−1

f (x ) ⇒ x=−1 est une asymptote verticalede f ( x)
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lim
x→1-

f (x )=
−1

0- =+∞

lim
x→1+

f (x )=
−1

0+ =−∞} donc ∄ lim
x→1

f ( x) ⇒ x=1 est une asymptote verticalede f (x)

Asymptote horizontale: fonction rationnelle avec  degré (num .)=degré (dénom .) ,
donc il y a une asymptote horizontale

 lim
x→+∞

f (x )=
2 x2
−3

x2
−1
=lim

x→+∞

x2
(2− 3

x2 )

x2
(1− 1

x2
)

=lim
x→+∞

2− 3
x2

1− 1

x2

= lim
x→+∞

2−0
1−0
=2

[idem à −∞ ] 
Donc y=2 est une axe horizontale de f  à ±∞

4. f ' ( x)=
4 x (x2

−1)−(2 x2
−3)2 x

(x2
−1)2

=
2 x [2(x2

−1)−(2 x2
−3)]

(x2
−1)2

=
2 x(2 x2

−2−2 x2
+3)

(x2
−1)2

=
2 x

(x2
−1)2

5. f ' ( x)= 2 x
(x−1)2(x+1)2

6. Z f '={0}

7. Tableau de signes de f ' ( x)  :

x -1 0 1
2x – – – 0 + + +

(x²-1)² + 0 + + + 0 +
ƒ'(x) – /// – 0 + /// +

ƒ(x)  /// min ///

8. Point critique de f ( x)  : f '=0⇔ x=0
    Minimum (0 ; f (0))=(0 ;3)

10. Représentation graphique :
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e. f ( x)=
x−x3

x3
−6 x2

+5 x
=

x (1−x2
)

x (x2
−6 x+5)

=
x (1+ x)(1−x )
x (x−1)(x−5)

=
−x ( x+1)(x−1)
x (x−1)(x−5)

=
x≠0
x≠1

−
x+1
x−5

1. D f  : x3
−6 x2

+5 x=x(x−1)(x−5)≠0  ; d’où D f=ℝ∖{0 ;1; 5}
2. ∄ f (0)

    Zéros de f ( x)  : x−x3
=0  (et x∈D f )

    x−x3
=x (x+1)(x−1)=0 ⇔ x=0⏟

∉D f

 ou x=−1  ou x=1⏟
∉D f

. D’où  Z f={−1}

Tableau de signes  de f  (facultatif) ; la version « sans risque » : on ne simplifie pas f ( x)  :

     f ( x)= x−x3

x3
−6 x2

+5 x
=

x (1+ x )(1−x)
x (x−1)(x−5)

x -1 0 1 5
x – – – 0 + + + + +

1+x – 0 + + + + + + +
1-x + + + + + 0 – – –
x – – – 0 + + + + +

x-1 – – – – – 0 + + +
x-5 – – – – – – – 0 +
f ( x) – 0 + /// + /// + /// –

Tableau de signes  de f  (facultatif) ; la version « simplifiée » : attention, on simplifie f ( x)  en gardant 

en mémoire que la fonction n’est pas définie en x∈{0 ;1 ;5 }

     f ( x)= x−x3

x3
−6 x2

+5 x
=

x (1+ x )(1−x )
x (x−1)(x−5)

=
si x≠0
si x≠1

−
x+1
x−5

x -1 0 1 5
-1 – – – – – – – – –

x+1 – 0 + + + + + + +
x-5 – – – – – – – 0 +

ƒ(x) – 0 + /// + /// + /// –

3. Asymptotes verticales : des candidats : x=0 , x=1 et x=5

en x=0  : type « 
0
0

 »,  à étudier→ à étudier  ;

en x=1  : type « 
0
0

 »,  à étudier→ à étudier  ;

en x=5  : type « 
1
0

 », donc il y a une asymptote verticale
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En x=0

lim
x→0

f ( x)=lim
x→0

x (1+ x)(1−x )
x (x−1)(x−5)

=lim
x→0

−x (1+ x )(x−1)
x (x−1)(x−5)

=
si x≠0
si x≠1

lim
x→0

−(x+1)
x−5

=
−(0+1)

0−5
=
−1
−5
=

1
5

    

 → à étudier pas d’asymptote verticale en x=0

En x=1

lim
x→1

f ( x)=lim
x→1

x (1+ x)(1−x )
x (x−1)(x−5)

=lim
x→1

−x(1+ x )(x−1)
x (x−1)(x−5)

=
si x≠0
si x≠1

lim
x→1

−(x+1)
x−5

=
−(1+1)

1−5
=
−2
−4
=

1
2

 

 → à étudier pas d’asymptote verticale en x=1

En x=5

lim
x→5-

f (x )=
5⋅(−4)⋅6

5⋅0-
⋅4
=+∞

lim
x→5+

f (x )=
5⋅(−4)⋅6

5⋅0+
⋅4
=−∞} donc ∄ lim

x→5
f (x )

 → à étudier une asymptote verticale en x=5

Asymptote horizontale : fonction rationnelle avec  degré (num.)=degré (dénom .)
donc il y a une asymptote horizontale

 lim
x→+∞

x−x 3

x 3
−6 x 2

+5 x
= lim

x→+∞

x 3
(

1

x2
−1)

x3
(1− 6

x
+

5
x 2
)

= lim
x→+∞

1

x2
−1

1− 6
x
+

5
x2

=
0−1

1−0+0
=−1

[idem à −∞ ] 
Donc y=−1 est une axe horizontale de f  à ±∞

4. Pour analyser f ' ( x)  on reprend la forme simplifiée f ( x) =
si x≠0
si x≠1

−
x+1
x−5

     f ' ( x) =
si x≠0
si x≠1

−
x+1
x−5
=−

1⋅(x−5)−1⋅(x+1)

( x−5)2
=−

x−5−x−1
(x−5)2

=−
−6
(x−5)2

=
6

( x−5)2

5. f '  déjà factorisée.
6. Z f '=∅

7. Tableau de signes de f '

x -1 0 1 5
6 + + + + + + + + +

(x-5)² + + + + + + + 0 +
f ' ( x) + + + /// + /// + /// –
f ( x) /// /// ///

8. Pas de point critique de f ( x)
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10. Représentation graphique :

 60  

a. f ( x)= 2 x2
+1

x−1
1. D f=ℝ∖{1}
2. f (0)=−1  ;  Z f=∅  

3. Asymptote verticale : un candidat : x=1 , type « 
1
0

 », donc il y a une asymptote verticale

lim
x→1-

f (x )=
5

0-=−∞

lim
x→1+

f (x )=
5

0+=+∞} donc ∄ lim
x→1

f (x ) ⇒ x=1 est uneasymptote verticalede f (x)

Asymptote horizontale/oblique : degré (num .)=degré (dénom .)+1  une asymptote oblique→ à étudier
Méthode 1     :  

−2 x2
+1

2 x 2
−2 x |x−1

2 x+2

−2 x+1
2 x−2
+3

 d’où 
2 x2
+1

x−1
=2 x+2+ 3

x−1
, et lim

x→±∞ [
2 x2
+1

x−1
−2 x+2 ]= lim

x→±∞

3
x−1
=0

Alors, y=2 x+2  est une asymptote oblique de f ( x)  à ±∞  

Méthode 2     :   

a= lim
x→±∞

f (x )
x
= lim

x→±∞

2 x2
+1

x (x−1)
= lim

x→±∞

2 x2
+1

x2
−x
= lim

x→±∞

x2
(2+ 1

x2)

x2
(1− 1

x
)

= lim
x→±∞

2+ 1
x2

1− 1
x

=
2+0
1−0
=

2
1
=2

b= lim
x→±∞
[ f (x )−ax ]= lim

x→±∞ [
2 x2
+1

x−1
−2 x ]= lim

x→±∞

2 x+1
x−1

= lim
x→±∞

x (2+ 1
x
)

x (1−1
x
)

= lim
x→±∞

2+ 1
x

1−1
x

=2
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Donc, y=2 x+2  est une asymptote oblique de f ( x)  à ±∞

4. f ' ( x)=
4 x⋅( x−1)−(2 x2

+1)⋅1

( x−1)2
=

4 x2
−4 x−2 x2

−1

(x−1)2
=

2 x2
−4 x−1

( x−1)2

6. Z f ' (x): 2 x2
−4 x−1=0

    Δ=16+8=24 et x1,2=
4±√ 24

4
=1± √ 6

2

    Z f ' (x)={1− √ 6
2

; 1+ √ 6
2

}

7.Tableau de signes de f ' :

x 1− √
6
2

1 1+ √
6
2

2 x ²−4 x−1 + 0 – – – 0 +
(x−1)² + + + 0 + + +

ƒ'(x) – 0 – /// – 0 +

ƒ(x)
max 

///
min

8. Points critiques de f  : f '=0⇔ x=1± √ 6
2

   Maximum: (1− √ 6
2

; f (1− √ 6
2
))≈(−0,22 ;−0,9)

   Minimum : (1+ √ 6
2

; f (1+ √ 6
2
))≈(2,22 ;8,9)

10. Représentation graphique :
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b. f ( x)=
x3
−1

3 x2

1. D f=ℝ
*

2. ∄ f (0)  ;

   Zéros de f ( x)  : x3
−1=0  (et x∈D f ), d’où Z f (x)={1}

3. Asymptote verticale : un candidat : x=0 , type « 
1
0

 », donc il y a une asymptote verticale

lim
x→0-

f (x)=
−1

3⋅0+=−∞

lim
x→0+

f ( x)=
5

30̇+
=−∞} donc ∄lim

x→0
f (x) ⇒ x=0 est une asymptote verticale de f (x )

Asymptote horizontale/oblique : degré (num .)=degré (dénom .)+1   une asymptote oblique→ à étudier
Méthode 1     :  

f ( x)= x3
−1

3 x2 =
1
3

x− 1
3 x2 , et lim

x→±∞ (
x3
−1

3 x2 −
1
3

x)= lim
x→±∞ (−

1
3 x2 )=0

Donc y=1
3

x  est une asymptote oblique de f ( x)  à ±∞  

Méthode 2     :   

a= lim
x→±∞

f (x )
x
= lim

x→±∞

x3
−1

3 x3 = lim
x→±∞

x3
(1− 1

x3 )

x3
⋅3

= lim
x→±∞

1− 1
x3

3
=

1−0
3
=

1
3

b= lim
x→±∞
[ f (x )−ax ]= lim

x→±∞
[

x3
−1

3 x2 −
1
3

x ]= lim
x→±∞

x3
−1−x3

3 x2 = lim
x→±∞

−1
3 x2=0

d’où y=1
3

x  est une asymptote oblique de f ( x)  à ±∞

4. f ' ( x)=
3 x2
⋅3 x2
−(x3
−1)⋅6 x

9 x4 =
9 x4
−6 x4

+6 x

9 x4 =
3 x4
+6 x

9 x4 =
3 x ( x3

+2)

3 x⋅3 x3 =x≠0

x3
+2

3 x3

6. Zéros de f ' ( x)  : x3
+2=0 ⇔ x=− 3

√ 2 , d’où Z f ' (x)={− 3
√ 2 }

7. Tableau de signes de f ' :

x −
3
√ 2 0

x3+2 – 0 + + +

3 x3 – – – 0 +

ƒ'(x) + 0 – /// +

ƒ(x)
max 

///
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8. Point critique de f  : f '=0⇔ x=− 3
√ 2

    Maximum  : (−
3
√ 2 ; f (− 3

√ 2))≈(−1,26 ;−0,63)

10. Représentation graphique :

c. f ( x)=
x3

x2
−1

1. D f=ℝ∖{−1 ;1}
2. f (0)=0  ; Z f (x)={0 }   
   
Tableau de signes de f  (facultatif) : 

x -1 0 1
x3 – – – 0 + + +

x ²−1 + 0 – – – 0 +

ƒ(x) – /// + 0 – /// +

3. Asymptotes verticales : des candidats : x=−1  et x=1  ; type « 
1
0

 », donc il y a deux asymptotes 

verticales :

lim
x→−1-

f ( x)=
−1

0+ =−∞

lim
x→−1+

f (x )=
−1

0- =+∞} donc x=−1 est une asymptote verticalede f ( x)

lim
x→1-

f (x )=
1

0-=−∞

lim
x→1+

f (x )=
1

0+=+∞} donc x=1 est une asymptoteverticale de f (x )
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Asymptote horizontale/oblique : degré (num .)=degré (dénom .)+1⇒ asymptote oblique

−x 3

x 3
−x |x

2
−1

x

x

 donc x3
=( x2
−1)⋅x+ x

            c’est-à-dire  
x3

x2
−1
=
( x2
−1)⋅x+ x

x2
−1

=x+
x

x 2
−1

 et lim
x→±∞
[

x3

x2
−1
−x ]= lim

x→±∞

x
x2
−1
=0

Donc y=x  est une asymptote oblique de f ( x)  à ±∞  

4. f ' ( x)=( x3

x2
−1)

'

=
3 x2
⋅(x2
−1)−x3

⋅2 x

(x2
−1)2

=
3 x4
−3 x2

−2 x4

( x2
−1)2

=
x4
−3 x2

(x2
−1)2
=

x2
(x2
−3)

(x2
−1)2

5. f ' ( x)=
x2
( x2
−3)

(x2
−1)2

=
x2
(x−√ 3)(x+√ 3)

(x−1)2(x+1)2

6. Zéros de f '  : x2
(x2
−3)=0 ⇔ x2

=0 ou x2
−3=0 (et (x−1)2(x+1)2≠0 )

        x=0 x=±√ 3
   d’où Z f ' (x)={−√ 3 ;0 ; √ 3}

7. Tableau de signes de f '  :

x −√ 3 -1 0 1 √ 3
x² + + + + + 0 + + + + +

x²-3 + 0 – – – – – – – 0 +

(x²-1)² + + + 0 + + + 0 + + +

ƒ'(x) + 0 – /// – 0 – /// – 0 +

ƒ(x) max /// pas extr ///
min

8. Points critiques de  f ( x) : f '=0⇔ x∈{−√ 3 ;0 ; √ 3} 
Maximum: (−√ 3 ; f (−√ 3))≈(−1,73 ;−2,6)
Minimum: (√ 3; f (√ 3))≈(1,73 ;2,6)
Point d’intérêt : (0 ; f (0))=(0 ;0)

10. Représentation graphique :
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