Mathématiques 3NA Chl : Dérivation 2/2

Théoréme « Limite sin(x) sur x »

On considere le théoréme suivant :

Théoréme « Limite sinus x sur X »

sin(x)

. Alors lim f(x)=1

x>0

Soit la fonction f: R* —R déterminée par f (x)=

On propose ci-dessous une démonstration de ce théoreme, pour chacun des [...a compléter...],
proposer un contenu adapté.

Démonstration :

On consideére le schéma ci-dessous, ou BE est un arc de cercle trigonométrique :

A
E
A D
; >
9, Ci B
Soit x€]0,; %]
2
Ona:
longueur du segment [OB] =1....... J,car [ARG & oo ]
longueur du segment [AC] = sin(x), car [ARG : ....ccocooviiriiiiiiiieeeeeee e N
donc Aire( AOAB )= [.coiiiiiiiiiiiiiiiiiinenn, ]
longueur du segment [OB] =[.....ccccceevrerunenn. ],car [ARG : ..o N
longueur du segment [BD]= [.................. J,car [ARG @ ... N
donc Aire( AOBD )= M
2
longueur de I'arc de cercle BA=x,car [ARG : .........ooiiiiiiiiiieeeeeeieee e e
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donc aire du secteur OBA = [............... J,car [ARG @ oo ]

en comparant les trois aires, on obtient :

Aire( [.oooeveiiinnnnn.. D<Aire([......cccvvvnninn... D< Aire([..c.ooovviiniiin.. D
1 .
c'est-a-dire : sin(x) < Lx < I-tan ()
2 2 2
doncona: sin(x) <x <tan(x),car [ARG : .....cccooiimiiiiiiie e ]
= sin(x) <x < sin(x) ,Car [ARG @ ..o
cos(x
X 1
o 1< < ,Car [ARG : ..o ]

sin(x) cos(x)

sin(x)

X

o cos (x)< <1,car [ARG : ...oooviiiieeeeeeeeeeeeeeee )

on fait un passage a la limite quand x-0"

lim cos (x)<lim Mslim 1
x=0" x=20" X x=0"

=

ce passage a la limite est autoris¢, car
[ARG & .ottt ettt et ettt e rt e teenteeseeneentenneen e s .

les inégalités < deviennent des inégalités < , car

[ARG : ..o eesee e e e e ee s e e s e ee s e eeeee e e eeeeeees e ees s ees e eeeseeenn ]

étudions les deux limites extérieures :

o la fonction cos est continue sur tout [R et donc continue en 0, car
[ARG oo ettt et e e et e e e e e e eraeenaan s .

donc

lim cos (x)=c08(0) , car [ARG ©uouovevoeereee e e )

x =0

=1 AT [ARG foeeeeeee e ]

donc 1M COS(X)=1 | Car [ARG : ...ooeoveeeeeeeeeeeeseeeeee e eeeeeseeeeeeeeseeese e ]
x0"
° li_f)f(} =10 Car [ARG : oo et ]
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donc HM I=T1 | car [ARG : ...oooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e N

x—0"

donc on obtient finalement : 1<lim
x>0" X

. . sin(x
c'est-a-dire ; lim sin(x) =1
x20"

Reste a déterminer lim sin(x) _ 1
x20
on pose x = -y dans lim sin(x) =1 eton obtient lim SM=1 , car
0t X Y N %
[ARG oottt e e bt e tb e et e e taeesbeenabeetaenaaeenbaanen s N
. . sin(—y) . sin(—y)
puis: llm ———==1 =lim ——— [ car [ARG : ....cceeiiiereeee e, ]
—y=0° -y Y20 -y
. —sin(y)
= lim——",Ccar[ARG : ...ooiioieeeeeeeeeeeeeeeeeeeen ]
y>0 TV
. sin(y)
= lm—— ,car [ARG : ..ccoieoiioeieieceeeeeeeeeeeee e .
y>0 Y

sin(x)

donc : lim
y=20

=1, car[ARG & oo e e

Ainsi, finalement : lim S@ZI [ARG : oo e e ]
x>0
cqfd
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