
Mathématiques 3NA Ch 6 :Géométrie vectorielle

Théorème « Vecteur projection » (dans le plan)

Soient v⃗  et w⃗  deux vecteurs non nuls du plan. Alors on a:

a) le vecteur projection (orthogonale) de v⃗ sur w⃗ est p⃗roj w v=
v⃗⋅w⃗

‖⃗w‖2⋅w⃗

b) ‖⃗projw v‖=‖⃗v‖⋅|cos (α)| , où α est l'angle entre v⃗ et w⃗

Démonstration

a) p⃗roj w v=λ⋅w⃗ , car [ARG 1: ces deux vecteurs sont colinéaires]

mais aussi v⃗ · w⃗ =(⃗ proj w v+ u⃗)⋅w⃗ , car [ARG 2: déf. de la somme des vecteurs]

                       = p⃗roj wv⋅w⃗+ u⃗⋅w⃗ , car [ARG 3: propriété du pr.scalaire]

                       = p⃗roj wv⋅w⃗+ 0⃗ , car [ARG 4: u⃗ et w⃗ orthogonaux, et thm « orth. et 

pr.scal. »]

                       =(λ⋅w⃗)⋅w⃗ , car [ARG 5: substitution]

                       =λ⋅( w⃗⋅w⃗) , car [ARG 6: propriété du pr.scalaire]

                       =λ⋅‖w⃗‖2 , car [ARG 7: propriété du pr.scalaire]

d'où : λ=
v⃗ · w⃗

‖w⃗‖2
, car [ARG 8: division par ‖w⃗‖2 (qui est non nul car w⃗ non nul par hyp)]

on en déduit que : p⃗roj w v=
v⃗ · w⃗

‖w⃗‖2⋅w⃗ , car [ARG 9: substitution]

b) ‖⃗projw v‖=‖
v⃗ · w⃗

‖w⃗‖2⋅⃗w‖ , car [ARG 10: cf a)]

                 =|v⃗ · w⃗

‖w⃗‖2|⋅‖w⃗‖ , car [ARG 11: propriété de la norme]

                 =
|⃗v · w⃗|
‖w⃗‖2⋅‖w⃗‖ , car [ARG 12: propriété de la valeur absolue]

                 =
|⃗v · w⃗|
‖w⃗‖ , car [ARG 13: simplifcation – ok car w non nul par hyp et propr. de 

      la norme]

                 =
|‖v⃗‖‖w⃗‖cos (α )|

‖w⃗‖
, car [ARG 14 : déf produit scalaire]

                 =‖v⃗‖|cos (α)| , car [ARG 15 : = arg13]
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