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College de Saussure 3Ma2.DF01 - Travail de mathématique 90’

Exercice 1 (environ 12 points)
(@) Donner la définition mathématique de la convergence de la suite {Sylnen versL :

[Sn }new converge vers L. <

(b) Soit la suite définie par s,= l+ 1. Compléter le terme manquant :

Vn
«S, estappeléle ... de la suite».

(c) Utiliser la définition précédente pour montrer que lim s =1 .

n=>+ow

(d) A partir de quel terme la suite est-elle proche de 1 au milliéme pres ?
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Exercice 2 (environ 8 points)

n+1

Montrer par récurrence que 1+x+x"+...+x"= pour tout n€N et x€R\{1] .
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Exercice 3 (environ 12 points)
(@) Donner la définition mathématique de «n est un nombre premier» :
Soit n€IN .

n est un nombre premier <

(b) On démontre ci-dessous qu’il existe une infinité de nombres premiers :

Pour chaque [................ ], compléter par ce qui manque.

Démonstration :

Supposons qu’il existe un nombre n de nombres premiers qu’on nomme P, Py [

Considérons le nombre p=p, P, ...’[cerererreeen. ]+1

Ce nombre n’est pas divisible par p; , car sinon on aurait : p=k-p,, avec k€[............ ]
etdonc k-p,=p, pyrecleeerernnn. J#¥1 @ pi([ e, [N — ]

ce qui impliquerait que p, soitun diviseurde [......................... ], ce qui est impossible,
o= o [ ]
On en déduit que p, ne divise pas [................ ]

Le méme raisonnement montre que Pas Pys«ees [eevereererens | ne divisent non plus pas [....... 1.
DonCl.eeeeeeiiiiiiiiiaaaann... ] est un autre nombre [.......ccovveveneen.... ] qui n’appartient pas a
liste initiale P, ,DPysecees| eeeveeeerenns ]

Ceci est impossible, Car [.....o.oviie i e ].
On en conclut qu’il existe un nombre [..........coovvvviiiiiniinnn... ] de nombres premiers.

cqfd
(c) Compléter le terme manquant :

«Une telle démonstration s’appelle une démonstration par [..........ccccecvvevinnennnnnn. »
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Exercice 4 (environ 6 points)

Calculer la limite suivante en justifiant toutes les étapes au dessus des égalités qui comportent au
moins une limite en utilisant les théorémes connus rappelés plus bas (dans une rédaction
simplifiée) ; n’utiliser qu’un seul résultat par égalité :

.3 —64
lim {/——=

x=0 X+1

Théoréme [Limites de fonctions élémentaires]
[L1] lim k=k, VY a€RR

x=a

[L2] lim x=a,V a€R

x=a

[L3] limsin(x)=sin(a) et lim cos(x)=cos(a) Va€R

x=a x=a

[L4] lim \h=+z, VacR! et lim3¥x=3z, VacR

x=a x=>a

[L5] lim log,(x)=log,(a), ¥ a€R. etlim exp,(x)=exp,(a), Y acR

x=a x=a

Théoréme [Propriétés des limites]

[PrL1] Silim f(x) et lim g(x) existent, alors lim [ £ (x)+g(x)] = lim f(x)+lim g(x)

x=a x=a x=a x=a x=>a
[PrL2] Silim f(x) et lim g(x) existent, alors lim [ £ (x)—g(x)] = lim f(x)—lim g(x)
x2a xa xa xa x>a
[PrL.3] Si lim f(x) et lim g(x) existent, alors lim [ £ (x)-g(x)] = lim f(x)-lim g(x)
x>a x>a x>a x2a x>a

rlx) lim £ (x)

[PrL4] Si Silim f(x) et lim g (x) existent et lim g (x)#0 , alors lim = X2«
o f(x) m g(x) m g(x) ca 2(X) 11_r)n 2 (x)
[PrL5] Silim f(x)=5 et lim g(¢t)=g(b) existent, alors lim g (' (x))=g(lim f(x))=g(b)
x=>a t>b x=>a x=>a
[PrL6] Si lim f(x) existe et si k €R est une constante, alors on a lim [ kf (x)]=k-lim f(x)

[PrL7] Si f est une fonction polynomiale alors, pour a€IR, ona lim f (x)=f(a)

x=a

[PrL8] Sifet g sont telles que f(x)<g(x) pour xE€1 ,etsi lim f(x) et lim g(x) existent,

x=a x=a

alorsona: lim f(x)<lim g(x) pourx&l

x=a x=>a
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Exercice 5 (environ 8 points)

4-x ;81 x<4
x—
On considére la fonction £ définie par f (x)= _32\/3— s oxmd
w2
—1,si x=4

Est-elle continue en x=4 ?

(on ne demande pas de justification autre que les calculs détaillés).
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Exercice 6 (environ 14 points)

4(x*+3
On considére la fonction f'définie par f (x)Z—M .
X +2x—3

(a) Calculer lim f(x).

x>-3

(b) Déterminer les asymptotes verticale et horizontale de f
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(c) Expliquer pourquoi on peut étre certain que fn’a pas d’asymptote oblique.

(d) Proposer ci-dessous une représentation graphique de f cohérente avec les résultats
précédents (on ne demande pas de nouveaux calculs) :
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Exercice 7 (environ 15 points)
On considére la fonction g définie par g (x)=x—v x’—1.
(a) Calculer lim g(x).

X>—o0

(b) Montrer que y=0 est une asymptote horizontale de g a +o

(c) Déterminer I’asymptote oblique de ga —o0.
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(d) Proposer une représentation graphique de g cohérente avec les résultats précédents (on ne
demande pas de nouveaux calculs) : .
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