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Opérations Loi de Poisson

Cette loi s’applique aux épreuves dont la réussite est un phénoméne rare et sans vieillissement,

c’est-a-dire se produisant avec la méme probabilité quel que soit le moment oi on observe et pour
o ’ une méme durée d’observation.
= a b + 7 . . 4 . .
Atz =(0ta)+ bt La variable aléatoire X, de moyenne 2, indique le nombre de réussites se produisant dans un
217 = a3z — bube) + (axba + aaby)i | sz = raracis(p + pz) = rarg P intervalle de temps donné.
4+ biby) |, (aghy - asby) - N ) . On dit que X suit une loi de Poisson de parameétre A, notée P(A), et on a

m..r - AEQN 102) o (agby = aiba) mw - ﬂw cis(ipy — p2) = ﬂwm%}lsu -

2 as +©n ay +vw wﬁvm.l\nvlm A

1 a b . . 11 .Alvlwml.ﬁ =TT
ERi e FErOsTI=y ,.

2" = 17 cis(np) = r™ e Exemple type

On constate que le nombre moyen d’arrivées de clients & un guichet est de 1.9 par minute. Quelle
est la ?.ovwg:ﬁm d’observer 5 §:<mmm en une minute ?

. e~191 ¢b
Formule de Moivre Onal=1 @ et k& = 5. Donc EV 5) = |mﬂ|@1

“ (cos(p) + isin(p))" = cos(np) + i sin(ny) _

Quelques lois de probabilité continues
Racines n-iémes

On note f la densité de ?o_uwgrg d'une variable aléatoire continue X et I sa fonction de
On note z = 7 cis() un nombre complexe non nul. répartition.

L équation w™ = z,n € N*, posséde n solutions distinctes :

GwH%DWmA%v” :q.ma% F“O_Huw_...,:.lw

Loi uniforme

On dit que X suit une loi uniforme de paramétres a et b, notée U{a;b), si sa densité est

Conjugué 1
1 ~»|Q~ t ”
Le conjugué de z est 7 = a — bi = 7 cis(—yp) f@)={r-q sia<z<b m “_
— — ~ P 0 sinon " !
Lt n=FH+% %5 = 7] %o 2Z = |2 _ .
a b
- = = 1 _Z
Re(z) = 3{z+%) | Im(2) = £(z ~ %) Z=2z ml_‘wlﬁa
HT llllllllllllllllllll
0 siz<a i "
« elp . ¥
Fz) = ia<z<b !
(z) po, slesecs "
1 stz >b "
: a b

Exemple type

Un bus part du terminus toutes les 10 minutes. Quelle est la probabilité qu'un usager arrivant au
hasard doive attendre moins de 3 minutes?

On note X le temps d’attente (en minutes) de 'usager.

Onaa=0etb=10. Donc P(X < 3) = F(3) = Hwo;]oo

18 1ne
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Valeurs exactes des fonctions trigonométriques d’arcs particuliers

Périodicité des fonctions trigonométriques

cos(a + 27) = cos(a) | sin{e + 2x) = sin(a) | tan(e + 7) = tan(c)

Relations entre fonctions trigonométriques de certains arcs

cos(~cr) = cos(c) sin(~a) = —sin(c) tan(~a) = ~ tan(a)
cos(m — o) = — cos(ax) sin(r — @) = sin(a) | tan(r — &) = ~ tan(a)
cos(r + &) = — cos(av) sin(r + a) = —sin(a) tan(r + o) = tan(c)

cos (% - a) =sin(a) sin @ - &) = cos(a) tan (% - @) = cot(a)
cos (7 + &) = ~sin(a) sin (7 +a) = cos(c) bon @ +a) = - cot(a)

Fonctions trigonométriques d’une somme et d’une différence d’arcs

cos{ex + B) = cos(cx) cos(f3) — sin(e) sin(B)

sin{a + B) = sin(a) cos(B) + cos(ar) sin(fB)

tan(c) + tan(f)
1 —tan(a) tan(B)

tan(a+ 4) =

cos{a — f3) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f3)

sin{or — f) = sin(a) cos(8) — cos(a) sin(A)

_ tan(a) ~ tan(B)
tan(a - f) = 1 + tan(a) tan(B)

28

Propriétés de la moyenne et de la variance

On note X et Y deux variables aléatoires, & un réel et K la variable aléatoire constante corres-
pondante, c'est-a-dire telle que P(K = k) =1

E(X +Y) = B(X)+ B(Y) | BUKX) = kB(X) | B(K) = k | B(X + I) = B(X) + &
Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X) E(Y)

V(X) = B(X%) ~ B(X) | V(EX) = k2V(X) | V(K) =0 _ V(X +K) = V(X)
Si X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Variable aléatoire centrée réduite

Si X est une variable aléatoire de moyenne s et d’écart type o, alors la variable aléatoire centrée
X —
réduite X* = =" 5 les propriétés suivantes _MAX ) = o~ et EAN )= H_
o

Epreuves répétées indépendantes

On note Xy, Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme moyenne g et de méme
écart type ¢. La variable aléatoire T = X1 -+ X + ... + X, a les propriétés suivantes :

| BT =nu [ S(T) = o

Si n — 4oo, la variable aléatoire centrée réduite T* tend vers la loi normale centrée réduite
{théoréme central limite, voir page 106).

Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

On note X une variable aléatoire et k un réel positif. Alors

V(X
wex ~ B(X)| > & <
Dans le cas d’épreuves répétées indépendantes et en appliquant cette inégalité 4 la variable aléa-

1
toire F' = mAvD + Xy 4+ ...+ X,), on obtient la formule de Bernoulli :

o?

P(IF-u2k) < o
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Equations trigonomeétriques simples

cos(@) =@ & T = arccos(a) + k - 27 ou
z = —arccos(a) + k - 27

Probabilités et statistique
. B 2 = arcsin(a) + k - 27 ou
sn()=a & T =m — arcsin(a) + k - 27

tan(z) = a & z=arctan(a) + k-7 Probabilités

Triangle rectangle Notations et définitions

B On note U (univers) Pensemble des issues possibles associées & une épreuve aléatoire domnnée.

Un événement est un sous-ensemble de U. On note A, B, C, ... des événements.

@ U est 'événement certain et @ Pévénement impossible.

7= cot(5) A est I'événement contraire de A (on lit non A).

b AU B est I'événement A ou B.

o= tan(f) AN B est Pévénement A et B. 5i AN B = @, on dit que 4 et B sont incompatibles.

On note P(A) la probabilité de 'événement A.

i

Ol ofo

oomg sin(8) | tan(a) =

sin{a) = = = cos(f) | cot(a) =

Triangle quelconque Propriétés

WASnH_EQVniomemH_wEnTE&_ ACB=PA)<P(B) |

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) _ A et B incompatibles = P(A U B) = P(A) +P(B)

Ay, Ao, Az, ... Eooz%mazmm deux & deux
= P(A1UAgU AgU...) = P(A) + P(As) + P(Ag) +...

/s | P@UB)=1-P(ANB) | P@ANE)=1-P(AUB) | P(ANB) = P(4) - P(4nB) |

A

c

Théoréme du cosi P
nus Issues équiprobables

a? = b + ¢ — 2bccos(a)

b =a’+c® — 2ac cos(3) - Si U est formé de n issues équiprobables et que ’événement A en contient k, alors | P (A) =—

¢® = a® +b* — 2abcos(y)

Théoréme du sinus Probabilité conditionnelle

a b c

- - On note P(B|A) la probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé.
sin(e)  sin(B) ~ sin(y)

P(B|A) = Pﬂ%% P(AN B) = P(4) P(B|A) = P(B) P(A|B)

P(AiNA;NAgn...) = P(A)) P(Ag|Ay) P(As)(A1NAg))...

30
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Propriétés Propriétés

- P I b c ]
ab=b-d | (A@) b= A@-b) . \2$§+\ 23&@.“\2@&&
~ - - b a b a
g (b+d=a-b+a-¢|@-da>0ea#0 a 0
—— v [ t@do=- [ rwas
-5 = Jal ) cosl) a . : e
@ b=0ealb a ) Si f(z) < g(z) pour tout = € [a;b], alors \. flz)da < \ gl(z)dz
Norme d’un vecteur i X Méthodes d’intégration
il =38 : 0 b 5
e ¢ Par linéarité \ (f(@) +g(z)) da H\. flz) &a._.\ g(z) dz
Dans le plan Dans P’espace nc b ‘ ¢
o \ Af(w) do = A \ Fw) da
Sid= Amwvﬁ alors ||d@]] = va?+ ag? | Sid= | ag |, alors ||@] = vai? + a2® + ag? = z .
as Par parties [ 1@e)da = 50090 - r@ote) ~ [ @) @) e
| b f{b)
o o Y N Par stituti ) f(x)de = b4
Al = 1Al ) @B < Il 5] ar substitution [ tt@)rw J o0
L7 - N o
la+ ol < Nall + 1ol | &- b = 5 (lall* + 1Bl* — 1 - bl)”) 4 out = f(x)
b d
. . Par changement de variable \ g(z)dr = \ g(f vi F(t)dt
Projection orthogonale de & sur & a - c
On note &’ la projection orthogonale de b sur . ol w = f(t), f(c) = aet f(d) = b (f bijective)
oa@b o ab L L \ Théoréme de 1
b = s d 'l = H g-b=a- b reoreme de la moyenne
a
N On définit la valeur moyenne de f sur [a;b] par
a 1 .
TTp\p 1(&) du
Angle de deux vecteurs Si f est continue sur [a;b], alors il existe c € |a; b
tel que flc) = u
On note ¢ 'angle de @ et § (0 < < 1807). cos(yp) = :J.mm_l._mw.m .
a

N

47
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Géométrie analytique plane

Le signe @ indique que le repére de référence est orthonormé.

On note (O &); &) un repére du plan. Le point O est I'origine du repére, le couple (&1;8) est la
base associde an repére.

—
Les coordennées d'un point A sont les composantes du vecteur OA.
[45]
a2

—
On écrit Aay;ag) sl OA = a8 + az6s =

&fini i B = OF — A by — oy
Vecteur défini par deux points AB = OB~ 0A = by — a5
———t
Longueur d’un segment AB = ||AB|| = /(b1 — a1)+ (bs — ap)2 0
— 1 ,— —
Milieu d’un segment OM = A0> + OB)
a; + b, Cag+ by
M
— 1,— ey —

Centre de gravité d’un triangle OG = AO\» + 0B +00)

§.+F+o~. ay + by + o
3 ’ 3

B(b;b2)

4AQ

cosh(z) zarsinh(z) — Va2 +1

sinh(z) z arcosh(z) —

In (cosh(z)) z artanh(z) + L1n(l — 2?)

In |sinh(z)|

<ew+g+ F_a

Q.m

z
72— g2 4+ 5 arcsin A v

z arcoth(z) + 1 In(z? — 1) )

F_,e+ Va2 +@_

S.
arcsin
ﬂ.

R IR

Primitive d’une fonction rationnelle

o (z) .
Une fonction rationnelle est une fonction f : z +— E ol p(z) et g(z) sont des polyndmes.
_ q(z)
(@
Pour trouver une primitive d’une fonction rationnelle f(z) = MMmW , on effectue d’abord la division
r(z)

euclidienne de p(z) par g(z). On peut alors écrive f(z) = d{z) + —— avec degré(r) < degré(q)

L'intégration du polynéme d(z) ne pose pas de probléme. Celle de M Auw
@
On ne traite ici que le cas ot g(w) est un polynéme de degré deux : g(z) = az’ + bz + ¢

gq(z)

dépend du degré de g(z).

1°" cas : ¢(z) a deux zéros distincts z; et z,

I_s_a1§_+m_=_alaw~+6

r(z)
@ T

avec o et S tels que r(z) = a(z — 22) + B(z — ;)

2° cas : g(z) a un zéro unique z,
r(z) 4
dv = — _b z ~ To| — +C
[ ol -

avec a et f3 tels que 7(z) = oz — zp) + 3

3° cas : g(z) n’a aucun zéro réel

r(z) 2 28 20z + b
de=alnjaz® + bz + ]+ arctan | —=——rrr | + C
(@) | " Ve e |

avec o et § tels que r(z) = a(2ax + b) + 8
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Droite

4 Dérivée vectorielle
On note d une droite passant par le point A(ai; ag; ag) et de vecteur directeur d={dp C, di a(t + At) — @(t)
d t'(t) = — = lim ——Ft——>
3 dt ~ At—o At
Un point P(z;y;z) appartient & la droite d si et seulement si 'une des . (%) ., &3
conditions suivantes est vérifiée : )= | y(t) | = a'{t) = @\3
. — _— o 2(t) z va
Equation vectorielle OP = OA+ Ad reR
@+ =" +7 @9 =a -9+4-7
= )+ A RH
Equations paramétriques = ag+ Ady AER QQVB\ = fl(t)ya+ f@)Z' | (@x T = (@' x Ty + (@ xT")
= a3+ Ads “ .
. Lorsque ¢ représente le temps, les dérivées se notent aussi (t), §(t), 2(t) et 4(t)
. - - —a
Equations cartésiennes . T—a ¥Y—o 208
: d dy da

Calcul intégral

On note P un point et d une droite passant par A et de vecteur directeur d. Primitive
I wa y %: Une fonction F' est une primitive d’une fonction f dans Vintervalle I si F'(z) = f(z) dans I.
Distance du point P 4 la droite d §(P;d) = I D Si Fy et F sont deux primitives de f sur I, alors Fy = F;, 4 ¢ ot ¢ est une constante.
On note [ f(z)dx = F(x) -+ ¢ une primitive quelconque de f.
—_
Projection orthogonale de P surd  0Q = OA+ 5 g o
rojection orthogonale de [~ sur - I &1:» Recherche de primitives
AP d
— J— — . o [P i
Symétrique de P par rapport a d OP' = 20A-0OP+ 2 __|&1=n.| d @ Par linéarité [ (f(2) +9(@)) du = [ f(2) dz + [ g(z) du
JAf(@)dz =X [ f(z)dz

Par parties [ Fz)a(z)dz = f(z)g(z) - [ f(2)g'(z) dz
Par substitution Jo(f(@)f'(x)dz = G(f(z)) +c

oll G est une primitive de g

Par changement de variable [ g(z)dz = [ g(f(t))f'(t) dt

ol z = f(t) avec f bijective

On note d; une droite passant par A, et de vecteur directeur d; et do une droite passant par Ay .
et de vecteur directeur da.

- - —
_QH X &mv L»T»MN
Distance de deux droites dy; dp) = oo —— @
_EH X &w:
Angle aigu de deux droites cos(yp) = E sin(yp) = E )]
lidz |l iz lldsll Il
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Calcul différentiel

Deérivée d’une fonction

Hzo+h)

flwo)

Dérivée de f en xg

Flmo 4+ h) — flzo)

h—0 h

Le nombre f'(zo) est la pente de la tangente
a la courbe en (zg; f(z0))

Autres formes :

) _ f@)— flwo) _ . AS
.\n Aacv = HFHW.. T — g - %W..m.c Dlﬁ
Autres notations : p
Siy = f(x), alors f'(a) = &= L=y
Différentielle de f en x5+ df = f'(zo) Az
Tangente ¢ en 7, y = f'(zo)(z — zg) + IsoV
Fonction dérivée o f'(z)
Dérivée seconde =Y
Autres notations :
: o £ . . &wm\ o
Siy = f(x), alors f"(z) = “d Y
Régles de dérivation ,
(f +9) (=) = f'(2) + ¢'(2) (AfY(@) =Af'(z), A ER
(f -9 (@) = f'(z) () + f(z) g'(z) | (g0 f)(z) = ¢ (f(2))  f'(2)
Iy F@e) = F@g @) | s 1
)T = 7o)

74

Dérivée de fonctions usuelles

@ﬁ

a® In(a)

cos(x)

- sin(z)

1

—_— =1 2y
o2 [) + tan(z)
1 1
s = —1 — cot? -
sin?(z) cot™( 122
cosh(z) uH+ -
T
: 1
sinh(z) =
2 —
1 1
——— =1~ tanh*(z
cosh?®(z) anh () 1—2a?
1 1
=1 coth?(z
sinh®(x) coth’(z) 1—2?

Jz} < 1

lz] > 1

Théorémes

Théoréme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur lintervalle
fa;b] et dérivable sur Uintervalle Ja;b], alors il
existe au moins un nombre ¢ dans Ja;d| tel que

Pl =101




