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Début du travail

Exercice 1 

Compléter les [……………..] : 

On considère la fonction f définie par f (x )=x2+1 , et S la surface délimitée par la courbe 
représentative de f, l'axe Ox et les droites d'équations x = 1 et x = 3.

Partie I : on considère un partage de l'intervalle [1;3] en 
n sous-intervalles égaux de longueur

Δ x=
2
n

, 

puis les sous-intervalles [ x i; x i+1 ]  pour i=0,1,.., n−1

avec :

x0=1 , x1=1+
2
n

, x2=1+2⋅
2
n

…  xn−1=1+(n−1)⋅
2
n

, xn=1+n⋅
2
n
=3

On calcule la grande somme de Riemann :

S n  = Δ x f (x1)+Δ x f ([......])+…+Δ x f ([......])
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sn  = 2
n (1+(1+ 2

n
)

2)+ 2
n(1+(1+2⋅2

n
)

2)+ 2
n (1+(1+3⋅2

n
)

2)+…+ 2
n (1+(1+n⋅2

n
)

2)
= 2

n [(1+(1+ 2
n
)

2)+(1+(1+2⋅2
n
)

2)+(1+(1+3⋅2
n
)

2)+…+(1+(1+n⋅2
n
)

2)]
=

2
n [(1+1+1. ..+1)+(1+

2
n
)

2

+(1+2⋅
2
n
)

2

+(1+3⋅
2
n
)

2

+…+(1+n⋅
2
n
)

2]
=

2
n [n+(1+

2
n
)

2

+(1+2⋅
2
n
)

2

+(1+3⋅
2
n
)

2

+…+(1+n⋅
2
n
)

2]
= 2+

2
n [(1+

2
n
)

2

+(1+2⋅
2
n
)

2

+(1+3⋅
2
n
)

2

+…+(1+n⋅
2
n
)

2]
= 2+

2
n
(1+2⋅

2
n
+(2

n)
2

)+
2
n
(1+2⋅2⋅

2
n
+(2⋅2

n)
2

)+
2
n
(1+2⋅3⋅

2
n
+(3⋅2

n)
2

)+…+
2
n
(1+2⋅n⋅

2
n
+(n⋅2

n)
2

)

= 2+ 2
n [(1+2⋅2

n
+(2

n)
2

)+(1+2⋅2⋅2
n
+(2⋅2

n )
2

)+(1+2⋅3⋅2
n
+(3⋅2

n)
2

)+…+(1+2⋅n⋅2
n
+(n⋅2

n)
2

)]
= 2+ 2

n [(1+1+ ...+1)+2⋅2
n
(1+2+3+..+ . n)+((2

n)
2

+(2⋅2
n)

2

+...+(n⋅2
n)

2)]
= 2+ 2

n [(1+1+ ...+1)+2⋅2
n
(1+2+3+..+ . n)+(2

n )
2

(1+22+...+n2)]
= 2+ 2

n [n+2⋅2
n

n(n+1)
2

+(2
n)

2 n(n+1)(2 n+1)
6 ]

= 2+ 2
n [n+2(n+1)+

4 n(n+1)(2 n+1)
6 n2 ]

= 2+ 2
n [n+2(n+1)+

2(n+1)(2 n+1)
3n ]

= 2+2+
4(n+1)

n
+

4(n+1)(2 n+1)
3 n2

= 4+
4(n+1)

n
+

4(n+1)(2 n+1)
3 n2

puis on calcule la limite : 
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lim
n→+∞

sn= lim
n→+∞

4+ 4(n+1)
n

+ 4(n+1)(2n+1)
3 n2

          = lim
n→+∞

4+
4(n+1)

n
+8 n2+6n+4

3 n2

          = lim
n→+∞

4+ lim
n→+∞

n(4+ 1
n
)

n
+ lim

n→+∞

n2(8+ 12
n

+ 4
n2 )

3n2

          =4+ lim
n→+∞ (4+ 4

n)+ lim
n→+∞

(8+
6
n
+

4

n2

3 )
          =4+4+ 8

3
=32

3

On calcule de la même façon la petite somme et on trouve la même limite.

On en déduit que la fonction f est intégrable sur [1;3] et on note ∫
1

3

x2+1 d x=32
3
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