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Voici un passage en revue rapide de l�Histoire de l�Int�egration qui s�arr�ete �a
Riemann et Darboux� Je me contente de rappeler rapidement des choses connues�
et ne pr�etends nullement �a l�originalit�e� Cet historique sommaire a pour seul but
de situer les lignes directrices de la �pens�ee int�egrale�� avant que nous discutions
de notre enseignement actuel�

� L�origine des probl�emes de type �int�egration�

On trouve principalement ces probl�emes chez les Grecs	 ils sont �evidemment d�origine
G�EOM�ETRIQUE
 Il s�agit de calculs d�aires� de volumes� de longueurs �recti�ca
tions�� de centres de gravit�e� de moments�

Faisons une premi�ere remarque� L�int�egration pr�ec�ede de beaucoup
la d�erivation� et� historiquement� dans une premi�ere �epoque� l�int�egrale se
d�eveloppe totalement ind�ependamment de toute consid�eration de primitive�

Les anc�etres grecs du calcul int�egral sont peu nombreux
 On peut les r�esumer
�a EUDOXE et ARCHIM�EDE� On attribue �a Eudoxe� repris par Euclide� la d�eter
mination des volumes du c�one et de la pyramide� Le travail d�Archim�ede est bien
plus important
 Citons entre autres l�Aire du �segment� de parabole� d�elimit�e par
celleci et une de ses cordes� le rapport entre aire et p�erim�etre du cercle� le volume
et l�aire de la sph�ere� le volume du secteur sph�erique� la d�etermination du centre de
gravit�e d�une surface triangulaire�

� Les concepts mis en �uvre dans cette �pr�ehis	

toire� du calcul int�egral


��� Les paradoxes d�us �a la sommation�

Ces concepts sont pr�esents d�es la lointaine origine de l�Analyse� dans cette pr�ehis
toire o�u les math�ematiques se rencontrent avec la philosophie� par exemple chez
Z�enon d��El�ee �environ
 de ���� �a ������
Les paradoxes de Z�enon� si c�el�ebres� tentent de r�efuter le concept d�in�niment

petit� d�indivisible �vu comme un �atome d�espace��� et amorcent une r�e�exion
profonde sur l�in�niment petit ou la limite nulle� mais aussi sur le concept de som�
mation�
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Cette sommation� Z�enon� d�apr�es Simplicius� l�applique de fa�con �el�ementaire �a
un exemple concret� celui des grains de millet

Le bruit que fait en tombant le millet contenu dans un sac n�est que la somme
des bruits de tous les grains de millet individuels� Si donc les dix mille grains
font du bruit en tombant� c�est qu�un grain� contrairement aux apparences�
produit lui aussi un son non n�egligeable�
Ce type de raisonnements conduit �a des absurdit�es si le nombre d��el�ements�
d��atomes� est in�ni� Un segment born�e est compos�e de points� Alors de deux
choses l�une
 Ou ces points ont une longueur nulle	 mais alors� on aura beau
en ajouter� la longueur r�esultante sera encore nulle� et la longueur du segment
serait� dans cette hypoth�ese� nulle elle aussi� ce qui est absurde� La seconde
possibilit�e est la suivante
 Un point a une longueur nonnulle� Mais dans un
segment� il y a une in�nit�e de points� Ce segment aurait alors une longueur
in�nie� ce qui est �egalement absurde� La seule conclusion �a en tirer� sembletil�
est qu�un segment n�est pas compos�e de points indivisibles� qu�il ne se r�eduit
pas en atomes�

Estce que ces consid�erations sont si na��ves � Ou ne les retrouveton pas exacte
ment dans l�axiomatique d�une mesure � Celleci sp�eci�e que la mesure d�une r�eu
nion d�enombrable d�ensemble est la somme des mesures de ces ensembles� R�e��echir
sur la restriction �d�enombrable�� c�est retrouver la pens�ee de Z�enon�
Z�enon� puis Aristote� rejetant une division r�eellement in�nie de l�espace� aboutis

sant �a des ��el�ements d�espace�� les math�ematiciens �eprouvent le besoin d�une m�eth
ode alternative de recherche� qui est celle d�Eudoxe� et qui est une m�ethode par
approximations et majorations� de type �Limite�� appel�ee par la suite m�eth
ode apagogique� ou m�ethode d�exhaustion� qui se rapproche assez de notre moderne
point de vue� En revanche� tenant de l�atomisme� D�emocrite au contraire consid�ere
que grandeurs
 lignes� surfaces� volumes � � � sont form�ees d��el�ements indivisibles en
nombre �ni� Archim�ede attribue �a D�emocrite l��enonc�e des th�eor�emes sur le volume
du c�one et de la pyramide� ult�erieurement d�emontr�es� ditil� par Eudoxe�

��� Archim�ede et ses h�eritiers�

Archim�ede ����������� utilise la m�ethode d�Eudoxe dans ses �ecrits �o�ciels�� mais
accorde la pr�ef�erence en tant que m�ethode heuristique au point de vue atomistique

Voir la Lettre �a �Eratosth�ene� Il d�ecoupe par exemple l�int�erieur S de l�arc et de la
corde de parabole en segments� �equilibrant chacune de ces segments de droite par
un autre� de l�autre c�ot�e d�un ��eau� a�n de retrouver l�aire de S� car S s��equilibre
avec la surface d�un triangle�

Deuxi�eme remarque
 Dans l�histoire de l�int�egration� cohabitent pendant
tr�es longtemps un point de vue logiquement rigoureux� et un point de vue
intenable sous le rapport de la logique� mais d�une valeur heuristique ind�eniable�

Les Arabes� qui ont lu Archim�ede� s�inspirent de ses travaux et les prolongent
avec dext�erit�e et pertinence� en calculant divers aires et volumes par la consid�eration
de �sommes de Riemann� �voir �����

� Le Moyen	�Age Galil�ee Cavalieri et Pascal


��� Galil�ee�

On peut consid�erer comme un grand moment de l�Histoire des Sciences la descrip
tion du mouvement uniform�ement acc�el�er�e par Galil�ee� dans son Discours sur deux

�



sciences nouvelles ������� En termes modernes� nous traduirions le r�esultat de

Galil�ee par la r�esolution de l��equation di��erentielle
 d
�
x

dt�
 C� d�o�u� apr�es deux

calculs de primitives
 x  C

�
t� compte tenu des conditions initiales�

Or il est frappant de constater� et cela vient �a l�appui de la Remarque ��
que Galil�ee ne consid�ere pas son probl�eme sous l�angle des d�eriv�ees� ni m�eme des
primitives �ni les unes� ni les autres n�existaient!�� mais bien sous un aspect int�egral�
Il �d�emontre� en e�et que lors d�un mouvement uniform�ement acc�el�er�e� les dif

f�erentes vitesses instantan�ees� repr�esent�es par une fonction a�ne� sont� au total�
�equivalentes �a une vitesse instantan�ee restant constante durant le m�eme intervalle
de temps� et �egale �a la moyenne des vitesses initiales �disons
 �� et �nales � CT ��
Donc les d�eplacements seront les m�emes dans les deux cas� Et on obtient donc


x�T �  
� " CT

�
� T  

C

�
T � �

Il illustre sa �d�emonstration� d�un graphique�
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Comme t et t� sont sym�etriques par rapport �a T

�
�

on a toujours
 V �t� " V �t��  VM �t� " VM �t
��  �VM �

D�o�u l���equivalence� de ces deux mouvements� du point de vue de la distance
parcourue�
Cette d�emonstration� une de celles qui inaugurent l��ere moderne� provient di

rectement de math�ematiques typiquement m�edi�evales� des universit�es d�Oxford et
de Paris��Toute quantit�e uniform�ement di�orme a m�eme quantit�e que si elle in�
formait uniform�ement le m�eme sujet suivant le degr�e du point milieu de ce sujet�
�Nicole Oresme� vers ��#���

��� Cavalieri�

Cavalieri est un ardent promoteur des indivisibles� On voit avec lui� comme chez
Galil�ee� ou comme chez l�Archim�ede de la �lettre �a �Eratosth�ene�� se dessiner
l�id�ee qu�une surface est la sommation des segments de cette surface parall�eles
�a une droite donn�ee�

Mais Cavalieri n�h�esite pas �a s�a�ranchir quelque peu de la g�eom�etrie pour aller
vers l�Alg�ebre� en consid�erant la somme des carr�es� ou des cubes� de tels

segments�
Nous voyons donc appara��tre notre concept g�en�eral d�INT�EGRALE�

ind�ependamment d�un probl�eme g�eom�etrique sp�eci�que� Il faut cependant remar
quer que cela se fait en dehors de toute rigueur� �Voir Remarque ���
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Ce calcul de ce que nous appellerions les int�egrales des fonctions puissances est
�egalement men�e �a bien� �a peu pr�es �a la m�eme �epoque� par Roberval� dans son Trait�e
des indivisibles �$��

Objection �a Cavalieri�

La m�ethode des Indivisibles est rejet�ee par l��Eglise Catholique en ���$� Le P�ere
j�esuite Tacquet d�Anvers essaie de montrer qu�ils induisent des paradoxes� par ex
emple celuici �tir�e de ����

Une des Th�eor�emes de Cavalieri est que si deux solides de m�eme hauteur� par

courus par un plan de direction �xe P � sont tels que leurs coupes respectives C et
C �� pour un m�eme plan P � ont des aires A et A� dans un rapport constant k� alors
leurs volumes sont dans le m�eme rapport constant k� Ce th�eor�eme permet d��etablir
ais�ement le volume du c�one� le volume de la pyramide �etant connu�
Cavalieri explique essentiellement ceci
 Si Aire�D�  Aire�T �� alors pour tout k


Aire�C�  Aire�C ��� On en d�eduit
 VOL�C�one� VOL�Pyramide��

Aucune raison� dit Tacquet� qu�il en aille autrement pour les surfaces des solides�
et non plus leurs volumes� Consid�erons alors un c�one de diam�etre maximalD  AB�
de sommet S et construisons un triangle S�A�B� de m�eme hauteur H� la base �A�B��
�etant parall�ele �a �AB�� avec A�B�  �AB Alors tout plan parall�ele au cercle de base
du c�one coupe le c�one et le triangle suivant respectivement un cercle et un segment�
de m�eme longueur� L�aire du c�one �etant la �somme� des longueurs des cercles
et l�aire du triangle celle des longueurs des segments� la m�ethode des indivisibles
conduirait �a penser que les deux aires sont �egales� et donc que l�aire du c�one est
�

�
H�AB� ce qui est faux�
Il est ais�e de voir par o�u p�eche ce �paradoxe�� mais il n�en demeure pas moins

int�eressant�

��� Pascal ��	��
�		���

Pascal utilise sans remords le �langage des indivisibles� de Cavalieri� ainsi que la
�sommation� des dits indivisibles� Mais avec su�samment de discernement pour
que les objections de Tacquet ne le concernent pas� D�autant moins que Pascal�
s�exprimant en ce langage t�em�eraire� voit parfaitement que ce dernier est �equivalent
�a des consid�erations apagogiques� ou encore �a l�utilisation de ce que nous appelons
�sommes de Riemann	� et qu�il conviendrait sans doute d�appeler �sommes de
Pascal�� �ou sommes de Ibn Qurra�� voire �sommes d�Archim�ede� �voir ����


�On n�entend autre chose par somme des ordonn�ees d�un cercle sinon la somme
d�un nombre ind�e	ni de rectangles faits de chaque ordonn�ee avec chacune des petites
portions �egales du diam�etre
 dont la somme �� � �  ne di��ere de l�espace d�un demi�
cercle que d�une quantit�e moindre qu�aucune donn�ee��
Cependant le point de vue de Pascal reste presque exclusivement g�eom�etrique	 en

tout cas� il n�utilise pas les notations alg�ebriques pourtant courantes �a son �epoque�
Pour �sommer� par exemple les sinus de � �a �� il consid�ere non pas la courbe
repr�esentative de la fonction sinus� dont son �epoque n�avait pas le concept� mais le
demicercle� en faisant la somme de petits bouts d�arcs de longueurs �egales� multi
pli�es �un chacun� par la distance du petit bout d�arc au diam�etre du demicercle�

Pascal tire entre autres son inspiration dans le domaine �int�egral� du paral
l�elisme entre SOMME FINIE �

P
� et SOMMATION INFINIE DES INDIVISIBLES�

Ce passage du discret au continu lui permet de consid�erer ce qu�il appelle sommes
triangulaires� puis sommes pyramidales d�une fonction� la premi�ere se traduisant

pour nous par
R b
a

hR x
a
f�t� dt

i
dx� la seconde par une int�egrale triple� Ces nouveaux

concepts sont tr�es f�econds au point de vue calculatoire� et permettent par exemple �a
Pascal de d�emontrer� en exploitant �egalement l�aspect ��equilibres� de la g�eom�etrie
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in�nit�esimale� un th�eor�eme qui se traduirait de la fa�con suivante
 Soit f une fonc

tion continue sur un intervalle �a� b� et v�eri�ant	
R
b

a
�t � xG�f�t� dt  �� alors on a

aussi la relation
 R b
a

hR x
a
f�t� dt

i
dx

R b
a

hR b
x
f�t� dt

i
dx
 

b� xG
xG � a

�

Notre Remarque 
 insiste sur cette source d�inspiration du calcul int�egral

Le passage de la somme discr�ete d�enombrable

P
�a l�int�egrale�

� Leibniz Newton et le �Th�eor�eme fondamen	

tal�


La dext�erit�e calculatoire de ces �int�egralistes� avant l�heure est frappante� Mais ce
qui leur manquait �etait les conceptions g�en�erales�

� Il manquait en particulier un corpus de notations qui perm��t au calcul �in
�nit�esimal� de b�en�e�cier de toute la puissance du calcul alg�ebrique de Vi�ete
et de Descartes�

� Un th�eor�eme dont il para��t vraiment �etonnant qu�il ait �et�e �enonc�e tardivement
est celui de la r�eciprocit�e entre int�egration et d�erivation�

Notations� th�eor�eme fondamental
 Ces deux progr�es essentiels sont l�%uvre de
Newton et de Leibniz�

L�inspiration de Newton est� on le sait� essentiellement cin�ematique� Il est
clair en e�et que la cin�ematique est une voie royale pour l�intuition de la d�erivation�
voire de l�int�egration� et du lien qui les unissent� C�est le passage de la �uente �a la
�uxion� et inversement�

Remarque �� De ce point de vue� qui fut celui de Newton� la primaut�e
passe� au rebours de ce qui fut signale �a la Remarque �� de la sommation �a la
d�erivation� L�int�egration n�est plus vue que comme calcul de primitives�
Ce point de vue va dominer les XVII �eme et XVIII �eme si�ecles�

Souci de g�en�eralit�es et d�abstraction� importance donn�ee aux notations�
telles sont des caract�eristiques de la pens�ee de Leibniz� Les historiens ont la chance
de disposer des textes o�u �gure la gen�ese de son syst�eme �voir �#��� Il semble
qu�il parte des consid�erations discr�etes �voir Pascal et Remarque 
� sur les suites�
pour construire par analogie son calcul di��erentiel et int�egral� L��equivalent de la
fonction d�eriv�ee est alors la suite d�eriv�ee� celui de la fonction int�egrale est la suite des
sommes partielles� Les th�eor�emes s�ensuivent� La premi�ere notation pour l�int�egrale
fut d�abord omn� �omnes tout�� puis rapidement� celle qu�il nous a l�egu�ee� S initial
de Somme� Le mot int�egrale est d�u �a son disciple Jean Bernoulli �lettre �a Leibniz
du �� f�evrier ��$#�� Tr�es vite et tr�es clairement� pour Leibniz
 �L�int�egration en
tant que processus de sommation est l�inverse de la di��erentiation�

Dans Bourbaki ���
 �Un jour d�Ao�ut ��$�� m�editant en voiture sur des questions
de calcul de variations� il a l�id�ee de di��erentiation par rapport �a un param�etre sous
le signe somme� et enthousiasm�e� la mande aussit�ot �a Bernoulli��
Notons aussi� parmi tous les travaux de Leibniz� son id�ee d�une machine �a

dessiner les fonctions primitives� que l�on pourrait appeler �int�egraphe� �Voir �����
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� Vers la rigueur

Voir les ouvrages ��� et ���� Aux XVIII �eme et XIX �eme si�ecles� l�Analyse se
d�eveloppe de fa�con extraordinaire� mais l�on ne se soucie gu�ere avant Cauchy de
d�e�nir exactement ce dont on parle�
Cependant� la r�e�exion des math�ematiciens se portent de nouveau sur l�int�egrale

d�une fonction sur un intervalle �int�egrale �d�e�nie��� �a propos d�un des grands pro
bl�emes du XIX �eme si�ecle� celui de la s�erie de Fourier d�eduite d�une fonction�
En e�et les coe�cients de ces s�eries sont exprim�ees par une int�egrale mettant en
jeu ladite fonction� et intervient lors le probl�eme de l�existence de la s�erie� des
coe�cients� des int�egrales� Remarquons au passage que si l�on doit la notation

R

�a Leibniz� et si Euler utilisait la notation
R
f�x�dx

�
x�b

x�a

�
� notre notation

R b
a
f�x�dx

est due �a Fourier�

Donc� Cauchy d�e�nit l�int�egrale sur un segment d�une fonction continue �a
l�aide des sommes �de Riemann�� ������� avant d�en d�emontrer les propri�et�es
de lin�earit�e et celles relatives �a l�intervalle d�int�egration� Le probl�eme de
l�existence d�une �limite de ces sommes�� n�est pas trait�e par lui de fa�con qui
nous paraisse totalement satisfaisante� car la d�e�nition de la continuit�e donn�ee
par Cauchy� trop �oue� ne fait pas la di��erence entre continuit�e et continuit�e
uniforme�

Plus grave� Cauchy �enonce et �d�emontre� un faux th�eor�eme� suivant lequelle
l�int�egrale de la fonction limite serait toujours �egale �a la limite des int�egrales� Ici�
son erreur provient d�une confusion entre convergence simple et convergence uni
forme �concepts dont il ne disposait pas�� confusion qui lui �t faire erreur aussi
sur la continuit�e de la fonction limite� Un contreexemple au faux th�eor�eme sur
l�int�egrale ne sera donn�e qu�en ���#� par Du Bois Raymond� alors qu�il en existe de
parfaitement �el�ementaires� Le concept de convergence uniforme est introduit par
Seidel en �����

C�est Riemann� en ��#�� toujours �a propos des s�eries trigonom�etriques� qui ap
profondit la r�e�exion sur la d�enition de l�int�egrale� en cherchant pour quelles
fonctions les sommes de Riemann convergent� Il aboutit �a des conditions
n�ecessaires et su�santes qui s��enonce en termes de faible longueur totale de l�ensemble
des intervalles o�u se produisent des �sauts� de hauteur arbitrairement petite� Rie
mann met en �evidence �a cette occasion que des fonctions �tr�es� discontinues peuvent
�etre int�egr�ees� En revanche� il ne dispose pas encore du th�eor�eme de la continuit�e
uniforme d�une fonction continue sur un segment� et ne peut donc pas �enoncer que
�toute fonction continue est int�egrable� �Voir �����
Remarquons que les conditions de Riemann inaugurent la �th�eorie de la mesure��

mais aussi� avec Bourbaki� que durant tout le XIX �eme� et sans doute apr�es� la
th�eorie de l�int�egration est extr�emement li�e �a l�Analyse Harmonique�
Il manquait �a Riemann� pour conclure� le �th�eor�eme de Heine� sur l�uniforme

continuit�e� d�emontr�ee par ce dernier en ����� Ceci permet �a Darboux� en ���#�
de clore la premi�ere �etape �rigoureuse� de la Th�eorie de l�int�egration� �a la �n de
laquelle nous refermons ce survol historique super�ciel�

Remarque �� Cette fois� l�int�egrale r�ecup�ere son autonomie par rapport �a
la d�erivation� mouvement contraire �a celui �evoqu�e dans la Remarque �� et
allant au contraire dans le sens de celui cit�e �a la Remarque ��
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