Mathématiques 4e Ch1: Intégration Exercice 10

Corrigé

a) Soit f:IR—IR définie par f(x):x3 .

On cherche l'aire A4 sous la courbe de /' délimitée par 1'axe Ox et les droites x=0 et x=1:

1 1
On partage [0;1] en 7 intervalles équidistants de longueur " et on note A x=;

On pose : x0=0,x1=0+Ax:l’ x2=0+2Ax:2,_”’
n n
%, =0+ (n—1)ax=""L ¢ —04nax="=1
hn n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axf(x)+Axf(xy)+Ax f(x;)+...+Axf(x,)

- GG (S (B)
= D)2 (2] ()

l(1)3(13+ 2+3%+ 4
non
! 1P+ 2% 3%+ .+ )

4
n

g , 2 +1 2
on utlilise la formule donnée : 1’'+ 2°+ 3+ ..+ n3=m

4
On obtient alors:
2 2 2
S ZL(13+23+33+...+n3):n (n+1) :(n+ 1)
n 4 4 2
n 4n 4n
X 5 n2(1+g+i2)
doti: lim § = lim ("”2) = fim X2y T
n-=>+ o n+ o 4n nS+o 47’1 N+ n 4
1+2+L
. n nt 1
= lim ==
n=>+ o 4

On calcule la somme des aires des petits rectangles:

Sp = Ax fx)FAxf(x)+FAx f(xy)+.. +Ax f(x, )
S (R S L RC RN ES PR L
n n n nn n n n n

3

110 30 3 3 3
= —(—)(O+1+2+3+...+(n—1))
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= %(O3+ P+ 2%+ (n—1))
n

Dans la méme formule qu'au cas précédent, on substitue #n par n-1 et on obtient:

P+ 2°+ 3%+ ...+(n—1)3:(”—1)2((”—1)+ )2 _(n=1)2n

4 4
2 2 2
et donc: S, =%(O3+ 13+23+...+(n—1)3):%<n o _(n=1)
n n 4 4n
2 2(1_2+i)
. T 75 § R s, o n o n
lim s, = lim = lim — = lim >
n>+ ns+o  4p n>+ o 4n n>+o n--4
1_2+L
n on’ 1
=lim ———=—
n-=>+ o 4 4

Ona: lim s,<A<Ilim §,, c'est-a-dire : l<A<
4

n— o0 n—+o

N

0

b) Soit f:R—R définie par f(x)=x".

1
, donc A:l ou J' x3dx:l
4

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f délimitée par I'axe Ox et les droites x=0 et x=3.

On considére donc maintenant l'intervalle [0;3].

On partage [0;3].en 7 intervalles équidistants de longueur
n

3

On pose : x0=O , xlexzi , )62=2Ax=2-i , x3=3Ax=3'— ,

n n n

X 71:(11—1)Ax:(n—1)-é , xn:O+nAx:n-§:3
n ’1 ’1

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axf(x)+Axf(x)+Ax f(x;)+...+Axf(x,)

= 212102421624 427 (n2)
n n n n n n n n
- 3330036 120
n n n n n n n n
= i(3)3(13+23+...+n3)
n n
81

CNEND S
n4

ceey

3
etonnote Ax=—

n
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81n2(n+ 1) _81(n+1)?

4n' 4n?
2 2 81n(1+ 2+ 1)
lim § = lim S iy SUe 20t ) S
n=>+ n=>+ o 4n n=>+o 47’1 n=>+ o n 4
81(1+ 2, L)

. n n 8l
=lm —=—
n=>+ o 4 4

On calcule la somme des aires des petits rectangles:

s, = Axf(x)+Axf(x)+Ax f(x,)+..+Ax f(x, )

3 3,.3,,3 3,,3 3 3 3
= ~fO)+=f(Z)+=f(2:=)+=f(3-=)+...+=f((n=1)-~)
n n n n n n n n n
3 3.37°.3,.,3° 3.,3/ 3 3
= 200+ 2(2)+2(22) +=2(3-2) + ..+ >((n—1)-2)
n n n n n n n n n
3
- 33 0%+ 17+ 2%+ ..+ (n—1)]
n n
= ﬂ(03+ P+ .+ (n—1)
n4
_ 81(n—1)n"_81(n—1)2
4n’ 4n’
. 5 81n2(1—2+ Lz)
lim s = lim ST g SUA =200 D) UL
n=>+ © n=>+w© 4n n=>+wo 4n n=>+ n 4
81(1-2+ 1)
: n_n' _8l
=lm —=—
n=>+ o 4 4
3
Ona: lim s,<A<Ilim §,, c'est-a-dire : ﬂ<A<§, donc A:ﬂouf)fdx:—
n—+w n—+w 4 4 4 0

81
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¢) Soit f:R—R définie par f(x)=x" et soit b>0

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f délimitée par 1'axe 0x et les droites x=0 et x=b.

On considére donc maintenant l'intervalle [0;5].

: - b b
On partage [0;5] en n intervalles équidistants de longueur o etonnote Ax =

Onpose: XOZO,XIZO“FA)C:%,

xnil:0+(n_l)AX:(n—l)é , xn:O+nAx:n.é:b
h n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axf(x)+Axf(x)+Ax f(x;)+...+Axf(x,

= 2O Zred+lri
= S(%) P+ 2%+ 40

B
i

n

(13+ 2+ 4 n3)

On obtient alors:

X,=0+2Ax=2-— ..,
n

b,by> b,. b, b, b’ b, b
=(Z)+=(2=)+=(3=) +..+—(n-7)
n n n n n n

)

Pyt tpine2)

4 4 2 2 4 2
Sn_b(1+2+3+ 3) bn(n:-l)zb(n+21)
n* 4n 4n
) . b*n*(1+ 2, i)
dou: lim § = lim 2y Bl 2t 1) L
n=>+ o n=>+ o 4n n=>+ o 4n n=>+ o n .4
b*(1+ 2, L)
. n n _b
= lim ———=—
n=>+ o 4 4
On calcule la somme des aires des petits rectangles:
s, = Axf(xO)JrAxf(x )+Axf(x2)+...+Axf(x7 )
b b b
= broy+2plys f( ) f( )+ +—f(( 1)-=)
n n’n n

n nn n n n n
= b(b)(0+1+2+ (—1)3)
n n

+...+%((n—l)-§)

3
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4

= %(0% '+ 33+...+(n—1)3)

On obtient alors:
_ b (n—1)n’ _ b (n—1)

’ 4n 4n®
2 1
p*n’(1-=+ —)
40 1\, 40 2 2
dou: lim s = fim 2V Bln=2nv ) non
n=>+ oo " n=>+o 4”2 n=>+ o 4n n=>+ o n2.4
b4(1—2+ L)
) n n* b
=lim ——mM=—
n=>+w 4 4
- - A b o b*
Ona: lim s,<A<lim §,, c'est-a-dire : = <4<~ , donc 4== ou f ’dx=—
n—+oo n—+o 4 4 4 0 4

d) Soit f:R—IR définie par f(x)=x" etsoit 0<a<b

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f'délimitée par I'axe Ox et les droites x= a et x=b.

b b a 4
oqe r r r b
En utilisant les résultats précédents, on a que : f x’dx :f x’dx —f x'dx :Z —aZ
a 0 0

e) Soit f:R—IR définie par f(x)=x" et soit a<b<0

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f'délimitée par l'axe Ox et les droites x= a et x=b.

b —a

Par symétrie de la fonction, on a dans ce cas : f x3dx=—f x’dx ot 0<—b<-—a
a -b
En utilisant les résultats précédents, on a que :
b —a —a -b 4 4 4 4
- -b
fx3dx=—fx3dx:— fx3dx—fx3dx =— (za) —( ) :b__a_
P % 0 0 4 4 4 4

Soit f:IR—IR définie par 7(x)=x" etsoit a<0<b
f) par f

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f'délimitée par l'axe Ox et les droites x= a et x=b.

b 0 b
On a dans ce cas : f x3dx:f dx+ fx3dx et on peut utiliser les cas précédents :
a a 0
b 0 b 4 4 4 4 4 4
f 363(1)C=Jv xdx+ fx3dx=0——a—+ b__O_:b__a_
a a 0 4 4 4 4 4 4

4 4

b
CONCLUSION : f x’d xzbz _% pour tous les choix possibles de a<b
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