Méthodes et notions essentielles

PREREQUIS SUR LES SUITES

Théoreme

Toute suite monotone et bornée converge.
Toute suite convergente est bornée.

SERIES DE REFERENCE A CONNAITRE
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TOUS LES CRITERES

Théoréme « Critere de divergence »

00
Soit Z U, une série.
k=0

0
Si lim |u,|+#0 , alors la série ) u, est divergente.
k> k=0

00
Contraposée : Si la série ) u, est convergente, alors lim |u=0 .
k=0 k>

0 3k2
Exemple :

1; kK+1
2

o 3K o
lim [u,[=1im —5=—=3 , donc la série diverge
k- k> k +1

converge-t-elle ?
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SERIES ALTERNES

Théoréme « Critére de convergence d’une série alternée »

Soit une série alternée Z bk ou b= 0 telle que :
k=1
D 0< bk+1< bk, A\ kEIN
0 limb,=0
k>0
alors la série est convergente.

© (_1)k+1
k

Exemple:
k=1

converge-t-elle ?

k+1

_1 1l <
a: bk—z 0, 0<k 1<k et}g&b —ll_)rgk—o donc Z_:

converge.

SERIES A TERMES POSITIFS

Théoréeme « Critére de comparaison »

00 0
Supposons que z u, et Z v, soient des séries a termes positifs.
k=0 k=0

0 0
Osi Y v, est convergente et u,<v,,Vk ,alors Y u, converge.
k=0 k=0

L1 si Z v, est divergente et u,>v,,V k , alors z u, diverge.
k=0 k=0

0

1
: — -t- ?
Exemple : kZ::l ! converge-t-elle 7

Ona:

O lzo,‘v’kem*
k!

O k!=1-2-3-4-...-(k—1)-k>1-2-2-2-...2:2 , donc 1 YV keN’

k/_zk 1’

Or on sait que Y v,= Y. ! —1+;+1+é+ —2,donc2%convergee sz

k-1
k=1 k=12 4 =1 K =

Théoréme « Convergence des séries de Riemann »

. . 1
Une série de Riemann E ?
k=1

,a€R diverge sia = 1 et converge si a > 1.

Séries : les critéres
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Exemple : le seneZ\/ converge-t-elle ?

est une série de Riemann pour a = 0.5 ; donc elle diverge.

»I‘H

Théoréme « Critére du quotient (ou critere de D'Alembert) »

o0
. Y Y] b e Y . . . u
On considere la série Y u, & termes positifs, cad 1, =0, Vk et la limite lim —*'=¢ .

k=0 ko U

o0
O Sic<1, lasérie Y u, converge.
k=0

0
O sic>1,lasérie Y u, diverge.
k=0

[] Sic =1, le test ne donne aucune information.

0

Exemple : Z 2k+1

converge-t-elle ?

i k!
c—lim|uk+1 lim |23 KL | 2ke3 1 o
ko | Uy | koo |2k 41 (KH1)1| o 2k+1 k41 - ¢ GONC 1A SEME CONVETGE.

Théoréme « Critére de la racine (ou critere de Cauchy) »

0
N Lo N . N L sk
On considére la série ), u, & termes positifs, cad #, >0, Vk et la limite lim Yu,=c .

k=0 k>w

0
O sic<1,lasérie Y u, converge.
k=0

o0
O Sic>1,lasérie Y u, diverge.
k=0

[] Sic =1, le test ne donne aucune information.

v
Exemple : Z — converge-t-elle ?
= n

.k .1 L
c=lim y|u,|=lim —=0, donc la série converge.
k= k>0

Théoréme « Critére de I'intégrale »

Soit ' une fonction ontinue, positive et jamais croissante dans I'intervalle [ p,;+o[ et soit

= flk). Alors la série Z u, converge ou diverge, selon que f f(x)dx existe ou non.
k=p P

De plus : ff(x)dxsz ukSup+f f(x)dx
P k=p P

. . _ . !
Exemple : appliquer le critere de I'intégrale a la série z —2

Ona f f(x)dx=lim f dx=lim (—l+1) 1 : la série converge entre 1 et 2.

1>+ 1 x >+
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SERIES QUELCONQUES

Théoréme « Critere de convergence absolue »

0
Si une série z u, est absolument convergente, alors elle est convergente.
k=0

© k+1
Exemple : Z i converge-t-elle ?
o k(k+1)

—i 1 qui converge, donc i (_likﬂ converge
k(k+1)|” & k(k+1) ' “ ke (k+1) '

Selon le critere : i }

Théoréme « Critére du quotient (ou critere de D'Alembert) »

Upsy

o0
On considere la série Z u, etla limite lim
Uy

k=0 k>0

=C .

o0
[ Sic <1, lasérie Z u, est absolument convergente et donc la série converge.
k=0

0
Ll Sic>1,lasérie Z u, diverge.
k=0

[0 Si ¢ = 1, le test ne donne aucune information.

N 2k+1
. z t- ?
Exemple : g converge-t-elle 7

2k+3 k!
2k+1 (k+1)!

2k+3 1

|uk+1 =lim
s 2k+1 k+1

c=Ilim =lim
koo | Up k>

=0, donc la série converge.

Théoréeme « Critére de la racine (ou critere de Cauchy) »

0 —_—
AP Lo P sk
On considere la série E u, et lalimite lim \/|uk|=c .
k=0 k>0

00
[ Sic <1, lasérie z u, est absolument convergente et donc la série converge.
k=0
00
O Sic>1,lasérie Y u, diverge.
k=0

[0 Si ¢ = 1, le test ne donne aucune information.
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