
Mathématiques 4A ChAv3: Suites et séries

Théorème « Formule d’Euler »

Si θ∈ℝ , alors e iθ
=cos(θ)+i sin(θ)

Démonstration

Le développement en série de la fonction exp de la variable réelle x est
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car [ARG 1 : …………………………………………………….…….]

On peut l’étendre à tout nombre complexe  z : ce développement en
série  de  Taylor  complexe  reste  absolument  convergent  et  définit
l'exponentielle complexe (tout ceci sans justification ici …) :
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On pose z = iθ avec θ réel :
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car [ARG 2 : …………………………………………………….…….]
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car [ARG 3 : …………………………………………………….…….]
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car [ARG 4 : …………………………………………………….…….]
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Or  on  sait  que : cos(θ)=1− θ
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car [ARG 5 : …………………………………………………….…….]

d’où : e iθ
=cos(θ)+i sin (θ)

car [ARG 6 : …………………………………………………….…….]

En posant ϕ=π, on obtient ce que beaucoup considèrent comme la plus
belle formule des mathématiques : 

ei π + 1 = 0

car [ARG 7 : …………………………………………………….…….]
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