
Mathématiques 4A ChAv3: Suites et séries

Théorème « e est irrationnel »

e est irrationnel

Démonstration

On connaît la série de MacLaurin pour l’exponentielle : 

sait que ex=1+ x+ x
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car [ARG 1 : …………………………………………………….…….]

Supposons que e est rationnel ; on aurait : 

e= p
q

  ( p ,q∈ℕ*) car [ARG 2 : ……………………….……….…….]

On sait que |Rn(x)|≤ max
t∈[0 ; x ]

((et )(n))⋅ xn+1

(n+1)!

car [ARG 3 : …………………………………………………….…….]

                              <ex⋅ xn+1

(n+1)!

car [ARG 4 : …………………………………………………….…….]

On pose x = 1 et on obtient :  Rn(1)< e
(n+1)!

< 3
(n+1)!

car [ARG 5 : …………………………………………………….…….]

On sait que e=∑
k=0

n
1
k !

+Rn(1) car [ARG 6 : ………….…..…….…….]

d’où : ∑
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car [ARG 7 : …………………………………………………….…….]
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On note sn=∑
k=0

n
1
k !

 et on obtient : sn<e< sn+
3

(n+1)!

car [ARG 8 : …………………………………………………….…….]

                                 ⇔ sn⋅n !< p
q
⋅n !<(sn+ 3

(n+1)!)⋅n !

car [ARG 9 : …………………………………………………….…….]

                                 ⇔ sn⋅n !< p⋅n !
q

< sn⋅n !+ 3
n+1

car [ARG 10 : ..………………………………………………….…….]

Or sn⋅n !∈ℕ car [ARG 11 : ……………….…………………….…….]

et p⋅n !
q

∈ℕ ,  si n≥q car [ARG 12 : ……………….……………...….]

on aurait donc, pour n≥q , et en posant k=sn⋅n ! etm= p⋅n !
q

 : 

k<m<k+ 3
n+1

avec k , m∈ℕ

C’est absurde, 

car [ARG 13 : ……..…………………………………………….…….]

Donc e n’est pas rationnel.
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