Mathématiques 4A ChAv3: Suites et séries

Théoréeme « Critére du quotient (ou critéere de D'Alembert) »

On considére la série ) u,  termes positifs, cad u, >0,V k et la limite
k=0

. Upyq
lim =

C.
k= uk

i)Sic<1, D u, converge.
k=0
i) Sic>1, 2 u, diverge.
k=0
iii) Si ¢ = 1, le test ne donne aucune information.

Démonstration

i) On sait que lim e L,Car[ARG 1t v, ]

k= uk

On peut choisir un g tel que ¢ < g <1,

CAT [A R G 2 & o e e s ]
donc il existe un n, tel que n>n,= uk”<q ,
k

CAT [A R G B i o s ]
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On obtient ainsi : u,.;<q-u, , car [ARG 4 :
puis : u,,,<qu,, <qu, ,car [ARG5: .....

et: u,, <q“u, ,car[ARG6:................

............................ 1
............................ ]

............................. ]

Or on sait que Z q" converge, car [ARG 7 1 .. ..ooiiiiiiiiiiiie e, ]
k=0

comme ), q“u,=u,->. q",car[ARG8: ..

k=0 k=0

ona: uno-z q"“ converge, car [ARG9: .....
k=0

+00
On en déduit que ). u, ., converge,
k=0

.............................. ]

.............................. ]

Car [ARG 10 & ottt e e e ]

+00
et donc que ). u, converge,
k=0

CAT [A R G L it e e e e e e ]

ii) On sait que lim Bt — 631 , car [ARG 12 :

k= o0 uk

On peut choisir un g tel que c > g > 1,

Cal [ARG 13 i oot e ]

uk+1

donc il existe un n, tel que n>n,=
k

Car [ARG 14 & oo ]
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On obtient ainsi : u,.,;>qu, ,car[ARG15: ...............ccooeiiaal. ]

puis : u,,,>q" u, , CAr [ARG 16 : ...ttt ]

Or on sait que ), q“ diverge, car [ARG 17 ¢ ....vvneiniivieeeeeeennl]
k=0

donc u, - q"diverge, car [ARG 18 : ...........uveieceeereeennnns ]
k=0

+00
On en déduit que > u, ., diverge,
k=0

Car [ARG 10 & oottt ]

+00
et donc que Y. u, diverge,
k=0

CAT [ARG 20 & it e e e e ]

+00
iii) Pour ) % ,onac =1 et la série diverge.
k=1

+00
Pour ) 1 ,onac =1 etla série converge.
=1 k°
=1
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