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Mathématiques 4e Chl: Intégration Exercice 9

Corrigé

Soit f:R—IR définie par f(x)=
On cherche l'aire 4 sous la courbe de f délimitée par I'axe Ox et les droites x=0 et x=3.
On considére donc maintenant l'intervalle [0;3].
3
On partage [0;3] en » intervalles équidistants de longueur 5 et on note Ax:%

On pose : x,=0

=0+Ax=2
n
=0+2Ax=2

v, =0+3Ax=3-

S|lw 3w

\”_']:0-{—(;1—I)Ax:(n_l).%

x,,=0+nAx=n'i=3
n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axf(x)+Axf(xy)+Ax f(x;)+...+Axf(x,)

= 343430343432 2 Al

= f(n)+nf(2 )+nf( n)+ +nf(nn)

= =(=)+=(2-2) +i(3-§)2+...+i(né)2
n n n n

= 23y (142%4 3+, . 1)
nn

= 3;—]-[13+2z+32+...+nl}
"

5 ﬁn(n+1)(2n+l)
n 6

On calcule la somme des aires des petits rectangles:

s, = Axf(x)+A xf(x,)+Axf(x2)+...+A xf(x,_,)

= éf(o)’i”éf(é)-i-éf(Z-——) f =)+.. +—f ((n—1)- )
R n 'n n n




Exercice 9

Mathématiques 4e Chl: Intégration

: 9. 2 2
= 33y 423 36.3) +2{(n=1)2)
N n n 143 n n n n
S8, 3
= =l )IO +1%4+2% 43+ 4 (n—1)
n n

E “—JOZ+lz+22+32+...+(n—1)z}

¥
= 27(mn=1n(2n-1)
n 0

Remarque : on a toujours §,SA<S,

~..3 2 .

i 8= i 27r1(n+A1)3(2n+1): lim 27(2n +§n +n)_2:27 —9
n—stom n—+m 6n n—tw 6n 6
27(n— = e %,

lint s, = fim 27(n l-)ni(Zn 1)_ lim 27(2n Zm +n)_2 27:9
e .H_—m R 6m n—rtoo 61 6

lim s,<A< lim §, , c'est-a-dire 9<A4<9,donc A=9

n—+ow n—+o

On dit que fest intégrable sur [0;3] (au sens de Riemann)
: 3 3
et on note f f(x)dx=9 ou f yedx =9
0 0

jmd




Mathématiques 4e Chl: Intégration Exercice 10

Corrigé

a) Soit f:R—IR définie par f(x)=

On cherche l'aire 4 sous la courbe de f'délimitée par I'axe Ox et les droites x=0 et x=1:

. el o2 4 1
On partage [0;1] en n intervalles équidistants de longueur s etonnote Ax=—
n

On pose : =0, x,= O+A,\—l x2=0+2Ax=2, ,
n n
x“_1=0+(n—1)Ax:n—l » x,,=0+hAx=E=l
n n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :
S, = Axf(x)+Axf(xy)+Ax f(xy)+...+Axf(x,)

_ _f(l)+lf(3)+lf(3)+.--+1f(%)

n n n n n n n

1,1 1 W £ 1n

- Ly Ly, e
n n n n n n n n

1 13, 03, a3 3
= — (=) [1P+2°43 r—
n n

1
= —4(13+23+33+...+n3)
. .
[ 5 2 +1 2
on utlilise la formule donnée : 13+23+33+...+n3=1(n—)—

On obtient alors:

+1)2 +1)?
s, = (P42 434 )= e 4) i 2)
n' 4n " 4n
; n2(1+2+%)
2
doi: tim § = bim P gy HHIRHL 0 PR
notw | on-te 4p n—+w 4n n—+w n-4
[ e
n n 1
= lim ——=—
n—o+ow 4 4

On calcule la somme des aires des petits rectangles:

Sn = Axf(x0)+A xf(xl)+Axf(x2)+"'+Axf(xn—-l)

1 Tl 133:° . 193 1, 014
= —(0)+=(=) +=(= ) Sl )+ A= (=)
n n n n n n n n n
._ | et A T G 3
= —(=) (0 +1°+2°+3 +...+(n—1))

n n




Mathématiques 4e ' Chl: Intégration Exercice 10

1
4
n

[0+ 1P +2°+...+(n— 1)3)

Dans la méme formule qu'au cas précédent, on substitue » par n-1 et on obtient:

—1)2 - 2 _1)24,2
13+23+33+...+(n—1)’=(" DA ((n=1)+1)2_(n—1)n

4 4
v E Wi
et donc: s, =—1—4—(03+13+23+...+(n—1)3)=%(n )’ _(n=1)
4 4n’
n n n
5 ; nz(l——2-+i2)
: . (n=1) .. n—=2n+1_ .. - n o n
lim s = lim s e === lim >
n—+o n-+eo  4p” n—+oo 4n n—+ow n-4
1_2+L
. n n* 1
= lim =—
n—+o 4
1 1 1 1
Ona: lim s,<A4<lim §,, c'est-a-dire : —<A<—, donc 4=—ou f w3 e
n— -+ n—-+w 4 4 i 4

b) Soit f:R—IR définie par Flx)=x.
On cherche I'aire A4 sous la courbe de f délimitée par I'axe Ox et les droites x=0 et x=3.

On considére donc maintenant l'intervalle [0;3].

3
eton note Ax=—
n n

On pose : x,=0 ,, x1=Ax=% ; x2=2Ax=2-% Xy =0 Ax=3-% o

On partage [0;3].en n intervalles équidistants de longueur

x”_l———(n—l)Ax=(n—1)-i , x,,=0+nAx=n-%=3
n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axf("_x,)+Axf(x2)+Axf(x3)+...+A xf(x,)

~ B2 3 035525 00 LA f )
n i n 2] n n n n
3 3 3
R DA e T A BT TP
n n n n n n
3
= 33y (P42 +.. 40
n n-

81
4
n

(13+23+...+n3)




Mathématiques 4e Chl: Intégration

Exercice 10

81n?(n+1)2 81(n+1)?

4n' 4n’
. ) 81n2(1+3+—1—2)
lim S = [i 81(n+1)> .. 8l(n +2n+1)_li n o n
m S 1m '—‘_‘2 = l1m _—_'2 = lim T 2
n—o+om n—o+ow 4}7 n—+o 4}7 n—+o n 4
Sl
e ot B \
n—+o 4 4

On calcule la somme des aires des petits rectangles:

5, = Axf(x)+Axf(x)+Ax f(x,)+. . +Axf(x,)

= 20332222162 4 pin-12)
n n n 1 n n n n n

_ 2(0)3+1(3)3+3(2-%) +2(3:2) +---+3((n—1)-%)3

n n n n n n n
3
= 23y (03+13+23+...+(n—1)3)
n . n

& %(03+13+...+(n—1)3)
n

81(n—1Yn"_ 81(n—1)?

4nt 4n’
: 81n(1—2+1)
. . 81(n—1)2 . 8l(n —2n+1) n on
lim s = lim s im ————————== lim s
n—o+o P e 4n no+ow 4n n—+o n-4
Rl 1=2
. n n 8l
=lim ————=—
n—+w 4 4
3
Ona: lim 5, <A< lim S”,c'est—a-dire:§—1—<A<8—1,d0ncA:£ ouj'x3dx=ﬂ
n— +w n—+ow 4 g

jmd



Mathématiques 4e _ Chl: Intégration Exercice 10

c) Soit f:R—IR définie par f(x)=x" etsoit 5>0
On cherche l'aire 4 sous la courbe de fdélimitée par l'axe 0x et les droites x=0 et x=b.

On considére donc maintenant l'intervalle [0;5].

5 Al e L L
On partage [0;b] en n intervalles équidistants de longueur -}3 et on note Ax=ﬁ

On pose : .x0:0 , X, =0+A x-———2 , X,=0+2A x:2-é e
n n

I)

%, =0-+(n 1)Ax=<n—1)~§,x,,=o+nAx=n.2=b
n

On calcule la somme des aires des grands rectangles :

S, = Axflx)+Axf(x,)+Ax f(x)+...+Axf(x,)

b, b b
= f( )+ f(7—+/ =)+.. +/( =)
n n n
3 3 3 3
= biby b by b3y +2(nd)
nn mnm n n n n o n
3
= LATAR(ENT SHup
nn
4
= b—4(13+23+...+n3)
n
On obtient alors:
4 4 2 2 4 2
TR ..Vl A L2d)
n 4n 4n
o 1) , iy b4n2(1+2+i2)
don: tim § = im 2 g Bl el g, 2 7
n—+oo o n—+w 4}1 n—-+o 4n n—-+ow n 4
b4(1+2+L)
, n n b
= lim ————=—
n—+oo 4 4
On calcule la somme des aires des petits rectangles:
Sn = Axf(x0)+Axf(xl)+Axf(x2)+"'+Axf(xn— )

= Qf(O)Jrﬁf(ﬁ)*Fé‘( )+ ~f(3: )+ i f(( 1y
n n n n

- opeedyy b(z-§>3+2<3-2>3+...+2((n—1)-§)

n n n n n n n

= b(b)[o P42+ (n=1))




Mathémaﬁques de Chl: Intégration Exercice 10

b
~n—4(0*+13+33+...+(n—1)3)

On obtient alors:
_b'(n=11n’_b'(n=1)

4n' 4n
B (n=1)7. . b (n’=2n+1) #1240
dou: lim s = lim 2T~ lim o= i i
n-+wo B 4n n—+w 4n no+w n 4
b“(1—2+L)
el N
n—-+ow 4 4
- - sdire : D' b* b* b*
Ona: lim 5,<A<lim S,, clest-a-dire : <4< =, donc A___ou J' il p=Ls
n—+w n—+oo 4 4 4 4

d) Soit f:R—IR définie par f(x)=x3 et soit 0<a<b
On cherche l'aire 4 sous la courbe de fdélimitée par l'axe Ox et les droites x=a et x=b.

e . - b a'
En utilisant les résultats précédents, on a que : f x’d xzf % dx—f % dx=—;—a:
a 0 0

e) Soit f:R-R deﬁmepal F(x)=x" etsoit a<b=<0

On cherche l'aire A sous la courbe de fdélimitée par I'axe Ox et les droites x= a et x=b.

Par symétrie de la fonction, on a dans ce cas : f x’dx=— f x’dx ol 0<—b<-a
a —b a

En utilisant les résultats précédents, on a que :

—a -b
f x3dx—f x3dx)=—
0

f‘c dx——j]‘uv dx=—

a

0

f)Soit f:R—R définie par f(x)=x" etsoit a<0<b

On cherche l'aire 4 sous la courbe de fdélimitée par I'axe Ox et les droites x= a et x=b.

b 0 b
On a dans ce cas : f x"d xzf x3dx+f x”dx et on peut utiliser les cas précédents :

a a 0

b 0 b 4 4 4 4 4 4
f x3dx=f x3dx+f x3dx=%—a—+b——0—=b—,—£—
a a 0

4

b 4 A
CONCLUSION : f %%d x=b:——j— pour tous les choix possibles de a<b

a




- Remarque : on a toujours §,SASS,

_ . : 3 a2 :
5 Y S 27n(n+1)3(2n+1): i 27 (2n +.Z’n +n). 2 27 9 |
n—o+oo " no 4w 6n n—o+eo- 6n , 6 \
, % 3 2 '
. . = = o =31+ .
T, . =<l 27(n 1)n3(2n I)Zﬁhm 27(2n : n)_2 27:9
no+e . poto 6n no+e 67n 6
lim 5, <A< Hm S, gest-a-dire 9<4<9, donc A=9
On dit que f est intégrable sur [0;3] (au sens de Riemann)
3 5N
et on note ff(x)dx=9 ou fx’dx=9‘
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g 5 3
ac) 3 sin(x) — 2 cos{x)
?) 397 )
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G.(”.) 2./9 + x* t
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\ ) 8(4 sln(x) 8 (4 sin(x) — 1)!
g) 5/
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<3721 On considére une fonction f/'dont on ne connait que la représentation graphique. Il s'agit de
la méme fonction f dans les trois cas. Dans les 3 cas ci-dessous, on ne demande pas une

précision extréme mais de bien faire apparaitre les €léments clés.

(a) Representer graphiquement sur le repere ci-dessous la dérivée de f:

1.5 -1

....... /

(b) . Représenter graphiquement sur le (c) Représenter graphiquement sur le
repére ci-dessous la primitive def repére ci-dessous la primitive def
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